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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ МНОГОМЕРНОГО ДРОБНОГО 
ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ  

АДВЕКЦИИ-ДИФФУЗИИ 

Выписано в явном виде решение первой краевой задачи для многомерного 
дробного дифференциального уравнения адвекции-диффузии. Приведено доказа-
тельство того, что найденное решение краевой задачи удовлетворяет заданным 
краевым условиям.
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Работа посвящена решению первой краевой задачи для многомерного 
дифференциального уравнения адвекции-диффузии
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где      ( , , ), ( , , )      , ( , , ) x y tD u x y t D u x y t D u x y ta b g  — производные дробного (в смысле 
Римана — Лиувилля) порядка, где 0 < g < 2, 1 < a, b < 2 [1]. 

Краевые задачи для дифференциальных уравнений дробного порядка воз-
никают при описании многих физических процессов стохастического перено-
са при изучении фильтрации жидкости в сильно пористой (фрактальной) среде 
[1—8]. Иногда подобные уравнения называют еще уравнениями медленной 
диффузии (субдиффузии). При этом следует заметить, что порядок дробной 
производной связан с размерностью фрактала [9—11].

Дифференциальное уравнение диффузии дробного порядка (1) описывает 
эволюцию некоторой физической системы с потерями, причем показатели a, b 
и g дробных производных указывают на долю состояний системы, сохраняю-
щихся за все время эволюции. Такие системы могут быть классифицированы 
как системы с «остаточной памятью», занимающие промежуточное положение 
между системами, обладающими «полной памятью», с одной стороны, и мар-
ковскими системами, с другой.

В данной работе в явном виде выписано решение краевой задачи для мно-
гомерного дробного дифференциального уравнения.

Итак, рассматривается краевая задача (1)—(4). Имеет место следующая 
теорема:
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является решением задачи (1)—(4). 
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Γ b + a∑  — известная функция Миттаг-Леффлера, а 

jn,m — соответствующие коэффициенты Фурье [1].
Доказательство. Будем искать такое непрерывное в замкнутой области  

(0 ≤ x, y ≤ 1, 0 ≤ t ≤ T) решение дробного дифференциального уравнения (1), 
которое удовлетворяло бы заданным однородным граничным условиям (2), (3) 
и начальному условию (4).

Вообще, как принято при решении подобных задач методом Фурье, сна-
чала рассмотрим основную вспомогательную задачу. Суть этой вспомогатель-
ной задачи заключается в нахождении нетривиального решения уравнения (1), 
удовлетворяющего однородным граничным условиям (2), (3). Представим ис-
комое решение u(x, y, t) задачи (1)—(4) в виде произведения:

u(x, y, t) = X(x)Y(y)T(t),   (5)
где X(x) — функция, зависящая только от переменной x; Y(y) — функция, за-
висящая только от переменной y; T(t) — функция, зависящая только от пере-
менной t. Подставив предполагаемую форму решения (5) в уравнение (1) и 
разделив обе части этого уравнения на произведение X(x)Y(y)T(t), получим 
уравнение
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В уравнении (6) положим 
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Из последних соотношений следует:
( ) ( ), 1 2;xD X x X xa = l < a <  (7)

( ) ( ), 1 2;yD Y y lY yb = < b <  (8)

( ) ( ) ( ), 0 2.tD T t l T tg = l + < g <  (9)
В таком случае, граничные условия (2), (3) дают:
X(0) = 0, X(1) = 0; (10)
Y(0) = 0, Y(1) = 0. (11)
Таким образом, для определения функций X(x) и Y(y) мы получили так на-

зываемые задачи Штурма — Лиувилля (7), (10) и (8), (11) (задачи на собствен-
ные значения) вида

( ) ( ), (0) 0, (1) 0, 1 2, 0 1.xD x x xaω = lω ω = ω = < a < ≤ ≤   (12)
Задача вида (12) изучена в [1, 13, 14]. В этих работах показано, что только 

для собственных значений ln, являющихся нулями функции , ( ),Ea a l  суще-

ствуют собственные функции задачи (12), равные ( )1
,( ) .n nx x E xa− a

a aω = l

Из вышесказанного следует, что собственные функции Xn(x) и Ym(y) задач 
(7), (10) и (8), (11), соответствующие собственным значениям ln и lm соответ-
ственно будут равны:

( )1
,( ) ;n nX x x E xa− a

a a= l   (13)
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Уравнение вида (9) изучено в [13, 14], в которых показано, что собствен-
ным значениям ( ) ,n mll +  являющимся нулями функции ,1( ),E lg l +  соответ-

ствуют собственные функции вида ( )( ), , ,1( ) ,n m n m n mT t E l t gg= j l +  где jn,m — 
неопределенные пока коэффициенты.

Если вернуться к основной вспомогательной задаче, то видно, что функ-
ции 

( )( ) ( ) ( )1 1
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g a a b b= j l + l  
представляют собой частные решения уравнения (1), которые удовлетворяют 
нулевым граничным условиям (2), (3). 

Далее обратимся к решению исходной задачи (1)—(4). Формально соста-
вим ряд
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Функция u(x, y, t) представленная в виде ряда (15), удовлетворяет задан-
ным граничным условиям (2), (3), так как этим условиям удовлетворяют все 
члены ряда (15). Потребовав теперь выполнения начального условия (4) для 
ряда (15), мы получим
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В [15] было показано, что система функций вида ( ){ }1
, 1n n n
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образует базис в L2(0,1). Так как базис ( ){ }1
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ный, то вместе с системами (13) и (14) будем рассматривать системы 
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которые являются биортогональными к системам (13) и (14) соответственно 
[16, 17]. Вообще говоря, системы (17) и (18) — это системы собственных функ-
ций задач, сопряженных с задачами (7), (10) и (8), (11) соответственно [18].

Теперь неизвестные коэффициенты jn,m можно определить из равенства 
(16) с помощью систем функций (17) и (18):

( ), ( , ), ,n m n mx y X Yj = j   (19)

где ( )( , ), n mx y X Yj  — скалярное произведение функций 
2

2( , )x y
v

∂ Ω
j

∂
 и .n mX Y

Покажем теперь, что ряд (15) с коэффициентами jn,m, которые определя-
ются по формуле (19) удовлетворяет всем условиям исходной задачи (1)—(4). 
Для этого необходимо доказать, что функция, которая определяется рядом (15) 
дифференцируема, удовлетворяет уравнению (1) в области 0 < x, y < 1, t > 0 и 
непрерывна в точках границы этой области (при t = 0, x = 0, x = 1, y = 0, y = 1).
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Отметим, что уравнение (1) линейно. Поэтому, ряд, составленный из его 
частных решений, в силу принципа суперпозиции, также будет являться реше-
нием, если он сходится и его можно дифференцировать почленно один раз по 
t(0 < γ < 2) и дважды по x и по y(1 < α, β < 2).

Докажем, что для любых 0 < x, y < 1 и 0 ≤ t ≤ T ряд (15) сходится абсолютно. 
Так как достаточно большие по модулю нули ln функции ( ), nE xa

a a l  находятся 

вне замкнутого угла ( ): arg ,
2n n
aπ l l ≤ 
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l >  [19]. В этом случае 

справедлива следующая оценка [19]: 
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При этом [19], 
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Таким образом, учитывая (17), получаем следующие соотношения:
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Теперь, согласно (21)—(24), оцениваем ряд (15) по модулю
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Рассмотрим мажорирующий ряд
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который является сходящимся рядом.
Из сходимости мажоранты (26) следует сходимость ряда (15).
Покажем теперь, что при 0,t t≥ ≥  где t  — любое вспомогательное чис-

ло, ряды производных
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сходятся равно-

мерно. Для этого достаточно показать сходимость рядов
2 2
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u u u
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∂ ∂ ∂∑ ∑ ∑  так как 0 < g < 2, 1 < a, b < 2

Сформулируем дополнительные требования, которым должна удовлетво-
рять функция j(x, y). Предположим сначала, что j(x, y) ограничена, ( , ) .x y Mj <
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Тогда 
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Аналогично, учитывая, что ( ) ( )1 1
, , :

m
m

m
d z E z z E z
dz

b− a b− − a
a b a b−

    =    

( )( ) ( ) ( )
2

, 3 1
,1 , 2 ,2

( , , )
4 4n m

n m n m

u x y t
M E l t x E x y E l y M

x
g a− a b− b

g a a− b b

∂
< l + l <

∂
 для

;t t≥

( )( ) ( ) ( )
2

, 1 3
,1 , , 22

( , , )
4 4n m

n m n m

u x y t
M E l t x E x y E l y M

y
g a− a b− b

g a a b b−

∂
< l + l <

∂
 для 

.t t≥
Из вышеизложенного следует, что при t > 0 ряд (15) представляет собой 

функцию, дифференцируемую почленно один раз по t и два раза по x и по y, а 
значит, имеющую производные порядков g, a и b, так как 0 < g < 2, 1 < a, b < 2.

В заключение отметим, что первая краевая задача для линейного дробного 
дифференциального уравнения адвекции-диффузии с нулевыми граничными 
условиями и непрерывным начальным условием решена полностью, причем 
решена в явном виде.

Полученные в данной работе результаты могут быть использованы в тео-
рии фильтрации жидкости и газов в фрактальной среде, а также при моделиро-
вании изменения температуры в неоднородной нагретой пластине.
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M.V. Khasambiev

BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR MULTIDIMENSIONAL FRACTIONAL  
ADVECTION-DISPERSION EQUATION 

In recent time there is a very great interest in the study of differential equations of 
fractional order, in which the unknown function is under the symbol of fractional deriva-
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tive. It is due to the development of the theory of fractional integro-differential theory and 
application of it in different fields. 

The fractional integrals and derivatives of fractional integro-differential equations 
are widely used in modern investigations of theoretical physics, mechanics, and ap-
plied mathematics. The fractional calculus is a very powerful tool for describing physical 
systems, which have a memory and are non-local. Many processes in complex systems 
have nonlocality and long-time memory. Fractional integral operators and fractional dif-
ferential operators allow describing some of these properties. The use of the fractional 
calculus will be helpful for obtaining the dynamical models, in which integro-differential 
operators describe power long-time memory by time and coordinates, and three-dimen-
sional nonlocality for complex medium and processes. 

Differential equations of fractional order appear when we use fractal conception in 
physics of the condensed medium. The transfer, described by the operator with fractional 
derivatives at a long distance from the sources, leads to other behavior of relatively small 
concentrations as compared with classic diffusion. This fact redefines the existing ideas 
about safety, based on the ideas on exponential velocity of damping. Fractional calculus 
in the fractal theory and the systems with memory have the same importance as the clas-
sic analysis in mechanics of continuous medium.

In recent years, the application of fractional derivatives for describing and studying 
the physical processes of stochastic transfer is very popular too. Many problems of filtra-
tion of liquids in fractal (high porous) medium lead to the need to study boundary value 
problems for partial differential equations in fractional order.

In this paper the authors first considered the boundary value problem for stationary 
equation for mass transfer in super-diffusion conditions and abnormal advection. Then the 
solution of the problem is explicitly given. The solution is obtained by the Fourier’s method.

The obtained results will be useful in liquid filtration theory in fractal medium and for 
modeling the temperature variations in the heated bar. 

Key words: equation of fractional order, fractional derivative, the Mittag-Leffler 
function, eigenfunction, Fourier method, Fourier coefficients.
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