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АННОТАЦИЯ
Введение. Рассмотрена вариационная постановка задачи оптимизации геометрической конфигурации слоисто- 
неоднородного стержня при условии постоянства суммарной стоимости материалов. В качестве критерия оптималь-
ности принят интегральный критерий минимума энергии деформации при варьировании геометрических функций, 
профилирующих слои стержня. В настоящее время данный подход, применяемый в однородных системах, требует 
развития и распространения на сложные неоднородные среды, разработки методики использования в строительных 
конструкциях.
Материалы и методы. С применением математической модели стержня Тимошенко приведены формулы для ос-
новных компонент напряжений и жесткостных характеристик нулевого, первого и второго порядков. Сформулирова-
ны энергетический функционал и ограничение на суммарную стоимость материалов. Получены уравнения Эйлера 
при варьировании геометрических функций.
Результаты. Решены задачи оптимизации слоистого стержня при варьировании ширины и толщины слоев для сим-
метричной и произвольной структур. Исследованы случаи изгиба, растяжения, поперечного сдвига и совместного 
изгиба с растяжением. Аналитически доказано, что во всех рассмотренных случаях в системе формируются поверх-
ности с равным уровнем удельной энергии деформации. Показано, что изопериметрическая вариационная поста-
новка приводит к минимальной стоимости материалов конструкции.
Выводы. Вариационная постановка с одним ограничением на  суммарную стоимость материалов, необходимым 
по смыслу задачи, дает глобальный минимум функционала энергии деформации и стоимости материалов системы 
и отражает так называемый эталонный проект. Знание такого проекта является ценным и полезным с практиче-
ской точки зрения. В оптимальной системе формируются эквипотенциальные поверхности с одинаковым значением 
удельной энергии деформации. Их форма и расположение определяются действующими усилиями и структурой 
системы. Из  интегрального энергетического критерия вытекают практические критерии выравнивания удельной 
энергии деформации, а также основного напряжения либо деформации на поверхностях областей с варьируемыми 
размерами.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: структурно-неоднородный стержень, оптимизация неоднородных систем, вариационная опти-
мизация, критерий минимума энергии деформации, эквипотенциальные поверхности
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ABSTRACT 
Introduction. A variational formulation of the problem of optimizing the geometric configuration of a layered heterogeneous 
rod under the condition of constant total cost of materials is considered. The integral criterion of minimum deformation 
energy is adopted as the optimality criterion when varying the geometric functions profiling the rod layers. Currently, this ap-
proach, applied in homogeneous systems, requires development and extension to complex heterogeneous environments, 
and the development of methods for application in building structures.
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Materials and methods. Using the mathematical model of the Timoshenko rod, formulas are given for the main compo-
nents of stress and rigidity characteristics of zero, first and second orders. An energy functional and a constraint on the total 
cost of materials were formulated. Euler equations were obtained for varying geometric functions.
Results. The optimization problems of a layered rod by varying the width and thickness of layers for symmetrical and 
arbitrary structures are solved. The cases of bending, tension, transverse shear and combined bending with tension were 
investigated. It has been analytically proven that in all the cases considered, surfaces with an equal level of specific defor-
mation energy are formed in the system. It is shown that the isoperimetric variational formulation leads to the minimum cost 
of the construction’s materials.
Conclusions. A variational formulation with one constraint on the total cost of materials, necessary according to the meaning 
of the problem, provides a global minimum of the functional of the deformation energy and the cost of materials of the sys-
tem and reflects, the so-called, reference project. Knowledge of such a project is valuable and useful from a practical point 
of view. In an optimal system, equipotential surfaces with identical specific deformation energy values are formed. Their 
shape and location are determined by the emerging efforts and the structure of the system. From the integral energy cri-
terion follow practical criteria for equalizing the specific energy of deformation, as well as the main stress or deformation 
on the surfaces of areas received by varying of dimensions.
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ВВЕДЕНИЕ 

Вариационные постановки задач механики, вы-
полненные на основе использования энергетических 
функционалов, отражают один из фундаментальных 
и универсальных подходов, применяемый при по-
строении методов расчета строительных конструкций. 
Особенно эффективным он становится при исследова-
нии математических моделей новых конструктивных 
форм и структурно-неоднородных деформируемых 
систем [1–4]. Кроме решений прямых задач, вариаци-
онные принципы находят применение в обратных за-
дачах — задачах оптимизации конструкций, имеющих 
широкий спектр направлений, которые определяются 
выбором критерия оптимизации, варьируемыми пара-
метрами и накладываемыми на расчетную схему огра-
ничениями [5–10]. В них, наряду с традиционными 
практическими требованиями прочности, жесткости, 
устойчивости, долговечности, динамической вибро-
защищенности и другими, рассматриваются также 
вопросы: поиска наилучшей геометрической конфи-
гурации [1, 2], структуры и топологии [11] системы, 
межфазной прочности [12, 13], способы улучшения 
других специфических свойств и характеристик [14].

Эффективным и универсальным инструментом 
для решения подобных задач является энергетиче-
ский подход, основанный на интегральном критерии 
минимума потенциальной энергии деформируемой 
системы [2, 8, 10, 12, 13]. В подтверждение может 
быть приведено высказывание Альберта Эйнштейна: 
«Энергия — самая важная сохраняющаяся величина 
не только в механике, но и в физике вообще. Но бо-
лее проста и наглядна величина, которая называется 
работой». В настоящее время этот подход требует 
развития, в частности: распространения на слож-
ные неоднородные среды [10, 15–23], обоснования 
и  совершенствования критериев оптимальности, 
установления связей с технико-экономическими кри-

териями, разработки методики применения к распро-
страненным строительным конструкциям [7].

В данной статье рассматриваются вопросы оп-
тимизации стержневых структурно-неоднородных 
систем на основе вариационного подхода, особен-
ности возникающего напряженно-деформирован-
ного состояния и распределения удельной потенци-
альной энергии деформации в объеме оптимальной 
системы. При  минимальном числе ограничений, 
содержащих лишь требование о постоянстве рас-
хода (стоимости) материалов, для этих постановок 
специфично формирование в неоднородной струк-
туре множества эквипотенциальных поверхностей 
(ЭПП) и областей. Это позволяет обосновать ис-
пользование локальных критериев оптимальности 
для параметров напряженного и деформированного 
состояния.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ

Математическая модель структурно-
неоднородного стержня

Неоднородный стержень — элемент плоской 
стержневой системы, имеет поперечно-слоистую 
структуру, образованную соединением s однородных 
слоев. В локальной системе координат xyz отсчетная 
геометрическая ось стержня совмещена с осью x, 
структура стержня обладает симметрией относитель-
но вертикальной плоскости xy, в которой к стержню 
приложены нагрузки (рис. 1). K-й слой, имеющий 
в поперечном сечении прямоугольную форму, харак-
теризуется: шириной bk(x), высотой hk(x), модулями 
упругости Ek, Gk. Границы слоев обозначим через 
yk(x), (k = 1, …, s + 1).  Также в поперечном сечении 
возможны включения иной формы, например круго-
вой (для арматуры).

В работах [24, 25] приведены основные соот-
ношения для слоистого стержня Тимошенко, на базе 
которых получены расчетные зависимости, связы-
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вающие обобщенную осевую деформацию ε0, кри-
визну κ и осредненный сдвиг γ0 с усилиями M, N, Q: 

D D N
D D M

D Q

A S

S I

Q

0

0

0

;

;

,

(1)

а также формулы для наиболее значимых компонент 
напряжений в k-м слое:
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,
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;
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Здесь для s-слойного стержня введены жест-
костные характеристики сечения нулевого, первого 
и второго порядков:
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Для касательных напряжений, наряду с форму-
лой (3), получены также приближенные зависимо-
сти на основе аппроксимации погонных сдвигаю-
щих сил:

( )

,
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;

Q
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где fτ(y) — заданная безразмерная функция аппрок-
симации сдвигающих сил, удовлетворяющая усло-
виям на поверхностях y = y1(x), y = ys+1(x).

Критерий оптимальности конфигурации пло-
ского неоднородного стержня запишем в виде энер-
гетического функционала [10]: 

W M dx N dx

Q dx

l l

l

( )

min.

P � � �

� �

� �

�

1

2

1

2

1

2

0

0

� �

�

После подстановки в него деформации ε0 и кри-
визны κ из выражения (1) получим:

� 2

2 2

1
( )

2

min .

A S
l

I
Q

W M D MND
D

DN D Q dx
D

� � �

� � � �

�P

(7)

Наличие слагаемого, содержащего M · N, от-
ражает связанность компонент энергии деформа-
ции изгиба и растяжения в слоистом стержне про-
извольной структуры. В структурах, обладающих 
нулевой жесткостью первого порядка (Ds = 0), эта 
зависимость отсутствует.

Варьируемыми величинами в выражении (7) 
являются геометрические функции bk(x), hk(x), yk(x), 
yk+1(x), (k = 1, …, s), отражающие поперечные раз-
меры и  (или) координаты границ слоев стержня, 
объединенные в вектор-функцию P = {pi} с произ-

y 

l 

y 

z 

y 

z 

x 

y 

z 

y 

z 

bj h1 

hs 

Ось 
симметрии
Symmetry 

Axis
b c d

a

Рис. 1. Расчетная схема структурно-неоднородного стержня (а) с вариантами поперечных сечений (b–d)
Fig. 1. Calculation scheme of a structurally uniform rod (a) with variants of cross-sections (b–d)
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вольным набором компонент. Данные функции ис-
пользуются в жесткостных характеристиках (4).

Условия связи варьируемых функций сформи-
руем в виде ограничения — равенства на стоимость 
материалов слоистого стержня:

C c b y y dx

C

k k k k k
lk

s

k

( ) ( )P
1

1

const,

(8)

где ck, γk — удельные стоимость и вес k-го матери-
ала. Как частные случаи, из условия (8) вытекают 
ограничения на массу и объем стержня.

Решению вариационной задачи (7), (8) соответ-
ствует минимум лагранжиана:

L M N Q

c b y yk k k k k
k

s

( )

( ) min

P 1

2
0 0

1 1

1

(9)

с m уравнениями Эйлера:
L
p

i m
i

0 1, ( ,..., ).

 
(i = 1, ..., m). (10)

В исследованиях [2, 26, 27] продемонстриро-
вано, что в однородных системах такая постановка 
(при ck = γk = 1) приводит к конструкции минималь-
ного объема. Рассмотрим решение данной оптими-
зационной задачи для различных вариантов рас-
четных схем слоистых стержней в рамках общей 
модели, показанной на рис. 1.

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

Изгиб стержня симметричной структуры
Полагаем, что при наличии изгибающего момен-

та M(x) отсутствуют усилия N, Q. Структура имеет 
горизонтальную плоскость симметрии и содержит s 
слоев, расположенных выше, и s таких же слоев ниже 
данной плоскости (рис. 1, c). В качестве искомой ва-
рьируемой функции примем ширину некоторого j-го 
слоя bj(x), расположенного выше плоскости симме-
трии. Аналогично будет варьироваться и ширина со-
ответствующего симметричного слоя снизу.

Жесткостные характеристики представим в виде:

D x D E b y y

D x

D x D E b y

A A j j j j

S

I I j j j
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( ) ;

( ) (

2

0

2
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3

0

0

1

11

3 3y j ) .

Здесь и далее через DA0
(x), DS0

(x), DI0
(x) обо-

значены жесткостные характеристики (4) части се-
чения, состоящего из слоев с неварьируемыми раз-
мерами. Определив кривизну κ из выражения (1), 
имеем функционал (9):
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2

1 1

1

2

2� �

L M
D

c b y y

I

k k k k k
k

s

( )

( ) min

P � �

� � ��
�
�

2

1 1

1

2

2� �

с уравнением Эйлера (10) при варьировании шири-
ны j-го слоя bj:

M E y y y y
D

cj j j j j

I
j j

2

1

2

1

2

2 1
6

0
( )

. (11)

С учетом формулы для напряжения (2) получим 
из формулы (11) удельную энергию деформации 
в произвольном k-м слое:

W x y
E

c
E
E

y
y y y y

k
x

k

j j
k

j j j j j

( )

( )

,

.

,k
M 2

1

2

1

2

1

2

2

3

(12)

Дальнейшие результаты будем рассматривать 
при условии пропорциональности (подобия) коор-
динат границ варьируемого j-го слоя:

y x
y x

pj

j

� � �1
( )

( )
const. (13)

Тогда выражение удельной энергии (12) примет 
вид: 

2

2

1 2

( )
2

1
3

1

( k )
x ,M

k
k

k
j j

j j

W x, y
E

E yc .
E y p p

� ��� �� �

� �
� � � � �� � � �� �

(14)

Если дополнительно ввести относительную по-
перечную координату ζ = y/yj, то удельная энергия

W
E

E
E

c
p p

k
x M
k

k

k

j

j j

( )
,

( )
2

1

2

2

2

3

1

(15)

теряет зависимость от координаты x. Выражение (15)  
показывает, что в j-м слое в результате оптимизации 
стержня возникают цилиндрические поверхности 
с образующей, перпендикулярной плоскости изги-
ба, при постоянных значениях координаты ζ, являю-
щиеся поверхностями постоянного уровня удельной 
энергии деформации — эквипотенциальными по-
верхностями. Наибольшему уровню энергии W(ζ) →  
→ max в j-м слое отвечает поверхность его наруж-
ной границы yj+1 при ζ = 1. Формирование ЭПП про-
исходит и в других слоях системы.

На рис. 2 на примере четырехслойного стержня 
с пропорциональными координатами границ y1(x), …,  
y5(x) показано распределение эквипотенциальных 
энергетических уровней в виде графиков — про-
дольных сечений ЭПП. В каждом слое для примера 
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отмечены по пять энергетических уровней, обозна-
ченных точками 1–5. В случае несоблюдения усло-
вий пропорциональности координат границ в неко-
тором слое (или на его локальном фрагменте — a, b,  
c на границе y4) данные ЭПП пересекают границу 
слоя и становятся разрывными в силу изменения мо-
дуля упругости. На таких участках границ градиент 
удельной энергии ∂W/∂yj ≠ 0 и они не являются ЭПП.

На  рис.  3,  а  представлен график изменения 
удельной энергии Wk(ζ) (15) в поперечном направ-
лении, имеющий разрывы на границах слоев.

Таким образом, найденное оптимальное про-
филирование двух слоев bj(x) создает в слоистой 
структуре напряженно-деформированное состояние 
с потенциальным полем деформаций, в котором по-
верхности равной удельной энергии деформации ге-
ометрически подобны поверхностям раздела слоев. 
Это обеспечивает выравнивание энергии на грани-
цах слоев. Нарушение условий пропорционально-
сти (подобия) границ слоев приводит к разрывности 
энергетических поверхностей и, как следствие, не-
догруженности одних и перегруженности других 
областей слоистой структуры. 

Из условия (15) также следует и условие вы-
равнивания напряжений на ЭПП в j-м слое: 

x j j jE W
,

( ) ( )2 const. (16)

При ζ = 1 достигается максимум энергии де-
формации (15) и напряжения (16), связанных зави-
симостью Wj,max = σ2

x,max/2Ej. Очевидно, что принятие 
для напряжения предельной величины R±

j — расчет-
ного сопротивления и соответствующего ему зна-
чения энергии Wj,adm = R2

j/2Ej, доставляет минимум 
стоимости материалов (8). Это обстоятельство отра-
жает эквивалентность постановки вариационной за-
дачи о минимуме энергии деформации структурно-
неоднородной системы (7) при условии постоянства 
стоимости материалов (8) с оптимизационной зада-
чей, сформулированной на основе критерия мини-
мума стоимости материалов системы. Данный факт 
для однородных систем применительно к их объему 
отмечался в ряде работ [2, 26, 27]. 

Если ввести величину допустимой удельной 
энергии деформации Wk,adm(k = 1, …, s) для каждо-
го материала, примененного в слоистом стержне, 

Рис. 2. Продольные сечения эквипотенциальных поверхностей Wk(ζ) = const в четырехслойном стержне: a, b, c — точки 
разрыва энергетических уровней
Fig. 2. Longitudinal cross-sections of equipotential surfaces Wk(ζ) = const in a four-layer rod: a, b, c — energy level disconti-
nuity points
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Рис. 3. Графики удельной энергии Wk(ζ) (15) (а) и деформаций εx(y) (b) в слоистом стержне; Wk,adm, ε+
x,adm, ε–

x,adm — пре-
дельные величины энергии и деформации при растяжении и сжатии
Fig. 3. Graphs of specific energy Wk(ζ) (15) (a) and deformations εx(y) (b) in a layered rod; Wk,adm, ε+

x,adm, ε–
x,adm — ultimate 
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то условие энергетической допустимости его состо-
яния может быть записано в виде:

max(Wk(ζ)) ≤ Wk,adm. (17)

Схема применения критерия (17) проиллюстри-
рована на рис. 3, а. В предельном состоянии должно 
выполняться внутреннее касание линии Wk(ζ) и по-
лигона предельных энергий деформаций материалов 
Wk,adm. В соответствии с числом точек касания крите-
рий может быть многоточечным (n-кратным). C уве- 
личением n эффективность слоистой структуры по-
вышается.

Аналогичные построения могут быть выполне-
ны и для напряжений σx,k(ζ) и их предельных значе-
ний (расчетных сопротивлений ±R±

k(ζ)). В силу раз-
рывности функции напряжений на границах слоев 
в трудах [24, 28] была обоснована запись критерия 
прочности через деформации. Опуская здесь коэффи-
циенты учета двухосности напряженного состояния 
и запаса прочности, запишем его в следующем виде:

–ε–
x,adm ≤ εx(ζ) ≤ ε+

x,adm. (18)
Графически это иллюстрируется на рис. 3, b 

вписыванием прямой линии εx(ζ) в полигон предель-
ных деформаций ε±

x(ζ) с осуществлением внутрен-
него касания в двух точках. Их положение опреде-
ляется свойствами материалов слоистого стержня 
и не зависит от номера слоя, содержащего варьи-
руемую функцию. При рассмотрении всевозмож-
ных деформированных состояний, отличающихся 
знаками предельных деформаций в точках касания, 
могут быть реализованы четыре типа предельных 
состояний.

Осевое растяжение (сжатие) 
Рассматривая стержень с симметричным распо-

ложением слоев при действии продольной силы N(x), 
получим вышерассмотренные зависимости в виде:

D D E b hA A j j j2
0

( );

 
x k k

A

E N
D,

;

 

W N
D

dx
Al

2

2
;

 
L N

D
c b h

A
j j j j

2

1
2

и уравнение Эйлера:
N
D

E c
A

j j j

2

2 1
2

,

которое при учете формулы (2) для напряжения σ(N)
x,k  

дает условия:

W
E

c
E
Ek

x k

k
j j

k

j

� � �
�

� �,

2

1
2

const.

В оптимальной неоднородной структуре, ис-
пытывающей растяжение (сжатие), происходит 
формирование эквипотенциальных областей (сло-
ев в целом). Значение удельной энергии в них опре-
деляется величиной предельной энергии Wadm,k — 
наиболее нагруженного (деформированного) слоя. 

Предельные величины энергии, напряжения (рас-
четного сопротивления Rk) и деформации εadm,k свя-
заны зависимостями:

2

2

, ,

1
.

2 2

k
k adm x adm k

k

R
W E

E
� � � (19)

C учетом этого искомая варьируемая ширина 
слоя находится как:

b x
E h

NE
R

Dj
j j

k

k
A( ) .�

�
�

�

�
�

�

�
��

1

2
2

0 (20)

Очевидно, что в данной задаче аналогично мо-
жет быть найдена высота слоя hj(x) или площадь его 
сечения Aj(x).

Изгиб с растяжением стержня 
с несимметричным сечением 

Пусть при произвольных заданных функциях уси-
лий M(x), N(x) требуется определить высоту h1(x) и hs(x) 
наружных слоев в s-слойном стержне (рис. 1, d). Будем 
считать, что из множества координат границ слоев:

y1, y2,…, ys, ys+1

внутренние, произвольно заданные, границы привя-
заны к отcчетной плоскости x0z, а координаты двух 
наружных границ:

y1 = y2 – h1; ys+1 = ys + hs

являются искомыми варьируемыми функциями.
Сформируем выражения жесткостных характе-

ристик (4):
DA = E1b1(y2 – y1) + DA0

 + Esbs(ys+1 – ys);

0

2 22 2

12 1

1 1
;

2 2

s s
S S s s

y yy yD E b D E b � ��
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0

3 33 3

12 1
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s s
I I s s

y yy yD E b D E b � ��
� � �

(21)

напряжений (2) и ограничений (8) на стоимость ма-
териалов варьируемых слоев. Запишем лагранжиан 
задачи (9):
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Его варьирование по y1 и ys+1 дает уравнения:
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С учетом формул для компонент напряжений (2)  
они могут быть представлены в виде:

2
( ) ( ) 1 1

,1 1 ,1 1 1

11

1
( ) ( ) const;

2

M N
x x

cy y
EE
�� �� � � � � �� �

2
( ) ( )

,s ,s 1

1
( ) ( ) const,

2

M N s s
x s x s

ss

c
y y

EE
�� �� � � � � �� �

(22)

что является условием выравнивания удельной энер-
гии деформации на двух наружных поверхностях y =  
= y1(x), y = ys+1(x) — ЭПП в оптимальной системе:

W1(x, y1) = const;
Ws(x, ys+1) = const.

Отсюда следуют условия постоянства напря-
жений на наружных границах варьируемых слоев 
и эквивалентность с задачей, поставленной по кри-
терию минимума стоимости материалов. Вписыва-
ние линии предельного распределения деформаций 
εx(y) в полигон предельных деформаций s-слойной 
структуры дает четыре возможных предельных со-
стояния. Их реализация в зависимости от функций 
усилий M, N происходит на определенных участках 
слоистого стержня. Искомые геометрические функ-
ции h1(x), hs(x) определяются из условий прочности, 
записанных с использованием характеристик (21).

Поперечный сдвиг в слоистом стержне
Рассмотрим варьирование ширины bj(x) неко-

торого внутреннего слоя при действии в сечении 
поперечной силы. Покажем, что наряду с точными 
(в рамках принятых гипотез) формулами для напря-
жения могут использоваться и приближенные зави-
симости. В связи с этим поперечное касательное на-
пряжение и характеристику поперечной жесткости 
будем определять на основе соотношений (5), (6).

Сформировав функционал энергии деформа-
ции (7) с ограничением стоимости (8), запишем ла-
гранжиан:

L Q
D

c b h
Q

j j j j

2

1
2

.

Проварьировав его по переменной bj после пре-
образований, получим:

Q
F b G

f dy c b h
j j h

j j j j

j

2

2 2

2

1
2

.

Учитывая формулу для напряжения (5), получим:
2 2

1 2

( )
( ) .

2

j

j j
j j

j
h

h f y
W y c

G f dy
�

�

�

�
� � � �

� (23)

При  введении условия пропорциональности 
границ (13) на поверхностях с относительной ко-
ординатой ζ = y/yj+1 = const выражение (23) дает по-
стоянное значение удельной энергии деформации 
при сдвиге, отражая факт реализации ЭПП. Наиболь-
шее значение энергии наблюдается в уровне y = 0,  
а минимальное Wτ = 0 на наружных поверхностях 
стержня при отсутствии на них тангенциальных сил. 
Использование для касательных напряжений форму-
лы (3) позволяет уточнить положение ЭПП в слои-
стых стержнях с несимметричной структурой.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ОБСУЖДЕНИЕ

В рассмотренных задачах изгиба, растяжения, по-
перечного сдвига и совместного изгиба с растяжением 
слоистых стержней показано совпадение результатов 
вариационной оптимизации и оптимизации по крите-
рию минимума стоимости материалов. Вариационная 
постановка с одним изопериметрическим ограничени-
ем на суммарную стоимость материалов — необходи-
мым по смыслу задачи — дает глобальный минимум 
функционала энергии деформации и стоимости мате-
риалов системы и отражает так называемый идеаль-
ный (эталонный) проект. Расширение набора ограни-
чений, отражающих требования норм проектирования 
(например, по перемещениям), будет неизбежно при-
водить к удорожанию проекта, что является естествен-
ным и объяснимым. Тем не менее знание эталонного 
проекта с минимальным расходом материалов и энер-
гии деформации ценно и полезно с практической точ-
ки зрения [1, 7, 14].

В оптимальной системе варьирование геоме-
трических параметров некоторых составных частей 
системы (слоев) приводит к формированию в них 
и за их пределами поверхностей (областей) с одинако-
вым значением удельной энергии деформации. Форма 
и расположение эквипотенциальных поверхностей 
определяется действующими усилиями и структурой  
системы.

Из интегрального вариационного критерия мини- 
мума энергии деформации вытекают практические кри- 
терии выравнивания удельной энергии деформации, 
а также основного напряжения либо деформации на по- 
верхности областей с варьируемыми размерами. В со-
ставных неоднородных структурах рекомендуется, 
как более удобный, критерий выравнивания дефор-
маций. Данные критерии носят уже не интегральный, 
а локальный характер, что упрощает их практическое 
использование.
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