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АННОТАЦИЯ
Введение. Приводятся результаты декомпозиции синтезированных свободных колебаний линейной неконсерва-
тивной консольной динамической модели на элементарные составляющие с помощью сингулярного разложения 
матрицы перемещений.
Материалы и методы. использовано известное представление прямоугольной матрицы в виде произведения трех 
матричных множителей, получившее название сингулярного разложения (Singular Value Decomposition — SVD). 
Результаты. При представлении динамической реакции сооружения в определенной матричной форме результаты 
сингулярного разложения имеют ясную физическую интерпретацию: левые сингулярные векторы аппроксимируют 
собственные векторы, сингулярные значения определяют вклад отдельных форм собственных колебаний в общую 
динамическую реакцию, а произведения сингулярных значений и правых сингулярных векторов аппроксимируют 
модальные координаты колебательной системы в каждый рассматриваемый момент времени. сингулярное раз-
ложение позволяет «автоматически» получить априорный векторный базис, основываясь на внешних проявлениях 
динамической реакции (перемещении, скорости или ускорении точек конструкции), в то время как традиционно ис-
пользуемые для этих целей собственные векторы являются базисом апостериорным, основанным на исследовании 
внутренних инерционных, жесткостных и демпфирующих свойств колебательной системы.
Выводы. Подтверждена возможность использования SVD матрицы перемещений для определения основных ди-
намических параметров линейных колебательных систем: форм и частот собственных колебаний, количественных 
параметров демпфирования. все этапы получения и последующего анализа элементарных составляющих динами-
ческой реакции легко автоматизируются, что дает возможность рассматривать SVD в качестве основы для разра-
ботки программного обеспечения стационарных систем динамического мониторинга строящихся и эксплуатируемых 
зданий и сооружений. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: динамика сооружений, операционный модальный анализ, сингулярное разложение матриц, 
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ABSTRACT
Introduction. This paper presents the results of the decomposition of the synthesized free damped vibrations of a linear 
cantilever dynamic model into elementary components using singular value decomposition of the displacement matrix.
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Materials and methods. The well-known representation of a rectangular matrix in the form of a product of three matrix 
multipliers, called singular value decomposition (SVD), was used in the study.
Results. Representing the dynamic response of a structure in a certain matrix form allows for the results of the singular val-
ue decomposition to have a clear physical interpretation: the left singular vectors approximate the eigenvectors, the singular 
values themselves determine the contribution of individual eigenmodes to the overall dynamic response, and the products 
of singular values and right singular vectors approximate the modal coordinates of the dynamic system at the time under 
consideration. Singular value decomposition allows to “automatically” obtain an a priori vector basis based on the external 
manifestations of the dynamic reaction (displacement, velocity or acceleration of the points of the structure), whereas the ei-
genvectors traditionally used for these purposes are a posteriori basis based on the study of the internal inertia, stiffness 
and damping properties.
Conclusions. This study confirmed the possibility of using displacement matrix SVD to determine the major dynamic pa-
rameters of linear dynamic systems: eigenmodes, eigenfrequencies and quantitative damping parameters. All stages of ob-
taining and subsequent analysis of the dynamic response elementary components are easily automated, which allows to 
consider SVD as a basis for software development of automatic dynamic monitoring systems of structures under construc-
tion and in operation.

KeywoRds: structural dynamics, operational modal analysis, singular value decomposition, SVD, eigenvectors, eigen-
frequencies, damping, structural health monitoring, SHM, dynamic monitoring
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ВВЕДЕНИЕ 

При решении прямых задач динамики со-
оружений инерционные, демпфирующие и упругие 
свойства математической модели исследуемой кон-
струкции считаются известными (устанавливают-
ся известными методами строительной механики). 
Построенная таким образом модель дает возмож-
ность определять динамические свойства сооруже-
ния и его реакцию на любые заданные воздействия.

При решении обратной задачи внутренние 
свойства сооружения наряду с действующей на-
грузкой неизвестны, а основные динамические 
параметры конструкции определяют по известной 
реакции сооружения, которая может быть получена 
различными инструментальными средствами. Дан-
ный класс задач еще известен как операционный 
модальный анализ (operational modal analysis — 
OMA) [1], основной целью которого является вы-
явление параметров элементарных составляющих 
любой динамической реакции линейных систем: 
форм и частот собственных колебаний, а также ха-
рактеристик демпфирования.

Знание действительных значений динамиче-
ских параметров строящихся и эксплуатирующихся 
зданий и сооружений позволяет решать широкий 
перечень актуальных проблем, среди которых мож-
но особо выделить: обследование и мониторинг 
технического состояния строительных конструкций 
[2–6], валидацию и калибровку компьютерных мо-
делей [7–9], разработку цифровых двойников [10], 
контроль корректности принятых проектных реше-
ний [11].

В качестве исходной информации для про-
ведения операционного модального анализа чаще 
всего используют инструментальные записи зави-
симостей перемещений, скоростей или ускорений 

от времени, полученные в ограниченном (как пра-
вило, не более нескольких десятков) числе точек 
сооружения с помощью различных измерительных 
приборов (сейсмометров, велосиметров, акселеро-
метров), и представляемые в цифровом виде [3, 4, 
12, 13]. Динамическую реакцию реальных объектов 
всегда оказывается возможным измерить с некото-
рыми ошибками, вызванными как инструменталь-
ными погрешностями измерительных приборов, 
так и общим несовершенством методов измерения 
и их математической обработки, поэтому исследо-
вателям приходится иметь дело с некоторым исход-
ным заведомо искаженным «зашумленным» дис-
кретным сигналом.

Известные методы операционного модального 
анализа основаны на предварительной декомпози-
ции (разложении) исходного сигнала на элементар-
ные составляющие [1, 14]. Методы принято условно 
разделять на два класса: декомпозиция во времен-
ной области (time domain decomposition — TDD) 
и декомпозиция в частотной области (frequency 
domain decomposition — FDD). Основой обоих 
классов методов является одна и та же идея о том, 
что любой вектор динамической реакции линей-
ной динамической системы может быть разложен 
по базису векторов собственных форм колебаний. 
Ключевое отличие временной декомпозиции от ча-
стотной заключается в том, что первая не исполь-
зует напрямую методы спектрального анализа [15], 
в то время как вторая базируется на исследовании 
частотного состава различных производных пара-
метров исходного сигнала [16].

Исследование, результаты которого приводятся 
в настоящей статье, базируется на известном пред-
ставлении прямоугольной матрицы в виде произве-
дения трех матричных множителей, которое носит 
название сингулярное разложение (Singular Value 
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Decomposition — SVD) [17]. Необходимо заметить, 
что идея использования SVD для операционного мо-
дального анализа далеко не нова, эта техника актив-
но используется обоими классами существующих 
методов [18–20], но применяется исключительно 
к автокорреляционным матрицам динамической ре-
акции, что эквивалентно использованию все тех же 
собственных векторов в качестве базиса декомпо-
зиции. Предлагаемое автором решение заключается 
в использовании SVD непосредственно к матрице 
динамической реакции, что эквивалентно примене-
нию иного, в общем случае отличного от форм соб-
ственных колебаний, априорного базиса разложения, 
который предоставляет сингулярное разложение.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ

Динамическую реакцию произвольной коле-
бательной системы с конечным числом n степеней 
свободы, рассматриваемую в m дискретных момен-
тов времени t, всегда можно представить в виде ма-
трицы перемещений y размерностью n × m:

                 

1 2

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

| | |

( ) ( ) ... ( )

| | |

( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ... ( )
,

( ) ( ) ... ( )

m

m

m

n n n m

t t t

y t y t y t
y t y t y t

y t y t y t

� �
� �� �� �
� �� �
� �
� �
� ��
� �
� �
� �

y y y y

M

 (1)

где yi(tj) — перемещение i-й точки системы в мо-
мент времени tj; i = 1, 2, ... n; j = 1, 2, ... m.

Каждый столбец в матрице (1) полностью 
определяет деформированную форму сооружения 
в момент времени tj.

Известно [21], что динамическая реакция ли-
нейных колебательных систем может быть раз-
ложена по базису системы линейно независимых 
векторов. При решении прямых задач динамики 
сооружений в качестве такого базиса обычно выби-
рают векторы собственных форм колебаний, тогда 
динамическая реакция может быть представлена 
суммой модальных перемещений yk(t):

                     1 1

( ) )) (( .
n n

k k k
k k

tt qt
� �

� � �� �y y Y  (2)

Уравнение (2) известно как метод разложения 
по формам собственных колебаний, в нем: Yk — 
собственный вектор k-й формы колебаний; qk(t) — 
модальная амплитуда, определяющая вклад (вес) 
k-й формы колебаний в общее динамическое пере-
мещение системы.

Модальные амплитуды qk(t) удобно рассматри-
вать в качестве обобщенных (модальных) коорди-
нат вектора перемещений в n-мерном пространстве, 
а процедуру разложения (2) — как замену простран-
ственных координат на модальные.

Уравнение (2) можно записать в матричной 
форме:

     

1 1

2 2

1 2
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( ) ( )
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( ) ( )

n

n n

q t q t
q t q t

t

q t q t

� � � �
� � � � � �
� � � � � �� � � � �� � � � � �
� � � � � �� �

� � � �

y Y Y Y Y
M M

∣ ∣ ∣

∣ ∣ ∣
 (3)

где Y — матрица собственных векторов, размерно-
стью n × n.

С учетом выражения (3) матрица перемеще-
ний (1) может быть представлена в виде:

                                     ,T�y YQ  (4)
где

 

� � � � � �
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� �� �
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q

L

L
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 (5)

— транспонированная матрица состояний n × m, j-й 
столбец которой представляет собой модальные коор-
динаты динамической системы в момент времени tj.

Рассмотрим одну из простейших динамических 
моделей строительных конструкций, упругий верти-
кальный консольный стержень длиной L с равномер-
но распределенной массой, и смоделируем режим 
его свободных колебаний. Произвольная динамиче-
ская реакция такого стержня может быть разложена 
по формам собственных колебаний (рис. 1), которые 
определяются семейством функций [22]: 

              

� � � �

� �

cos β cosβ
cosλ cos λ sinβ sin β ,
sinλ sin λ

k k k

k k
k k

k k

y x h x x
h x h x
h

� � �

�
� � �

�

 (6)

где собственные числа λk = βkL являются корнями 
трансцендентного частотного уравнения cosλk × 
× coshλk = –1:

Рис. 1. Формы собственных колебаний консольного 
стержня с равномерно распределенной массой
Fig. 1. Eigenmodes of a cantilever beam with a uniformly 
distributed mass
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3 3
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λ β 0,596864π;
λ β 1,494180π;
λ β 2,500250π;
λ β 3,499999π;

1λ π, 4.
2k

L
L
L
L

k k

� �
� �
� �
� �
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� �

 (7)

Связь собственных чисел с круговыми соб-
ственными частотами недемпфированных колеба-
ний устанавливается формулой:

                                 
2ω β ,k k
EJ
m

�  (8)

в которой EJ — изгибная жесткость стержня; m — 
погонная масса.

В режиме свободных колебаний при использо-
вании модели модального демпфирования модаль-
ная амплитуда, ассоциированная с k-й формой коле-
баний, будет определяться выражением [23]:

                   � � � �ζ ω
sin ω γ ,k k

k

t
k k D kq t C e t�� � �  (9)

где Ck — весовой коэффициент; ζk — безразмер-
ный коэффициент затухания, выраженный в долях 
от критического коэффициента вязкости; 2ω ω 1 ζ

kD k k� �
2ω ω 1 ζ

kD k k� �  — круговая частота демпфированных 
колебаний; γk — начальная фаза колебаний. Задавая 
различные Ck и γk, можно имитировать произволь-
ные начальные условия.

Матрицу состояний (5) при использовании вы-
ражения (9) удобно представлять в виде произведе-
ния:

                                   ,ˆT T�Q CQ  (10)
где

                          

1

2

n

C
C

C

� �
� �
� ��
� �
� �
� �

C
O

  (11)

— диагональная матрица амплитудных коэффици-
ентов Ck; ˆ TQ  — безразмерная транспонированная 
матрица состояний, состоящая из векторов ˆ Tkq , ком-
поненты которых вычисляются по формуле (9) без 
учета Ck. Таким образом, задавая различные вели-
чины Ck, можно «регулировать» вклад каждой от-
дельной формы колебаний в общее перемещение.

Окончательно получаем для матрицы переме-
щений (4):

               

1 1 1 2 2 2
ˆ ˆ

.

ˆ

ˆ

T T T
n n n

T

C C C� � ��� �

�

y Yq Y q Y q

YCQ
 (12)

С другой стороны, эффективное сингулярное 
разложение (SVD) прямоугольной матрицы:

1 2 ,m

� �
� �� �� �
� �� �

y y y y
∣ ∣ ∣

∣ ∣ ∣
состоящей из m столбцов длиной n, имеет вид [17]:
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— матрица левых сингулярных векторов;

                          

1

2

σ

σ

σm

� �
� �
� ��
� �
� �
� �

Σ
O

  (15)

— диагональная матрица сингулярных значений;

                           

1

2      

T

T
T

T
m

� �� �
� �� �� ��
� �
� �
� �� �� �

v
vV

v
M

 (16)

— транспонированная матрица правых сингуляр-
ных векторов.

Матрица левых сингулярных векторов является 
унитарной матрицей с ортонормированными столб-
цами и, следовательно, может формировать базис для 
декомпозиции разлагаемой матрицы y на элементар-
ные составляющие.

Рассмотрим консольный стержень длиной  
L = 5 м, примем модуль упругости E = 2,1 · 1011 Па, 
момент инерции поперечного сечения J = 25 см4 
и массу m = 1000 кг/м. Дискретизируем динамиче-
скую модель с шагом 0,5  м, получив n = 11 точек, 
перемещения которых будут являться степенями 
свободы рассматриваемой конструкции.

Особенности динамического поведения реаль-
ных строительных конструкций позволяют учи-
тывать небольшое r < n ограниченное число форм 
собственных колебаний для получения приемле-
мой точности определения динамической реакции. 
Предположим, что динамическая реакция рассма-
триваемого стержня является суммой первых шести 
форм собственных колебаний (мод).

Матрица собственных векторов, вычисленная 
согласно формуле (6), для дискретизированной мо-
дели показана на рис. 2, а соответствующие дис-
кретные формы колебаний — на рис. 3.

Рис. 2. Матрица собственных векторов Y
Fig. 2. Eigenvector matrix Y
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Рис. 3. Формы собственных колебаний 
дискретизированной динамической модели 

Fig. 3. Eigenmodes of the lumped-mass dynamic model

Здесь и далее собственные векторы нормиро-
ваны таким образом, чтобы они имели единичную 
длину, т.е. единичный результат вычисления евкли-
довой нормы 1k �Y .

Вычислим по формуле (8) спектр собственных 
частот ω / 2πk kf �  и зададим произвольным обра-
зом для каждой моды параметры ζk и γk. Записывая 
результаты в виде векторов, имеем:

� �� �

� �

� �

Гц

рад .

0,16 1,01 2,84 5,57 9,22 13,77

0,03 0,03 0,02 0,03 0,01 0,02 ;
π π π π π π
8 4 3 6

;

2 7

T

T

T

�

�

� �� � �� �� �

f

ζ

γ

 (17)

Матрицу амплитудных коэффициентов С зада-
дим таким образом (рис. 4), чтобы вклад в динами-
ческое перемещение каждой последующей формы 
колебаний был меньше, чем предыдущей (что очень 
часто наблюдается в реальных сооружениях).

Рис. 4. Матрица амплитудных коэффициентов C, м

Fig. 4. Matrix of amplitude coefficients C, m

Вектор времени t для моделирования колеба-
ний сформирован с учетом требований теоремы 
Котельникова  –  Найквиста  –  Шеннона [24] путем 
дискретизации с частотой fs = 40  Гц временного 
промежутка [0; 20] с (достаточного для реализации 

трех полных циклов колебаний на частоте основно-
го тона). Всего: 801 шаг по времени.

Безразмерная матрица состояний, полученная 
с учетом выражений (9) и (10), в виде тепловой кар-
ты представлена на рис. 5.

Рис. 5. Безразмерная матрица состояний ˆ TQ

Fig. 5. Dimensionless state matrix ˆ TQ

Визуализировав построчно произведения ˆk kC q  
(рис. 6), получим зависимости модальных амплитуд 
(множителей к собственным векторам) от времени.

Рис. 6. Зависимость амплитуд модальных перемещений 
от времени, м 

Fig. 6. Time dependence of modal displacement amplitudes, m

Матрица перемещений y, рассчитанная соглас-
но выражению (12), изображена на рис. 7.

Рис. 7. Незашумленная матрица перемещений y

Fig. 7. Noise-free displacement matrix y
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Воздействие помех и погрешностей при ин-
струментальном измерении динамической реакции 
смоделировано добавлением к каждому компоненту 
матрицы перемещений 10%-ного дискретного бело-
го шума. В результате получена зашумленная матри-
ца перемещений y  (все параметры декомпозиции 
зашумленной матрицы перемещений авторы так же 
обозначают сверху знаком «тильда»), показанная 
на рис. 8. Визуально воздействие белого шума такого 
уровня практически незаметно, тем не менее его на-
личие скажется на результатах анализа.

Рис. 8. Зашумленная матрица перемещений y

Fig. 8. Noisy displacement matrix y

Синтезированные матрицы y и ~y являются тем 
исходным сигналом с известной внутренней струк-
турой, для которого производилось исследование 
свойств сингулярного разложения, выполненного 
с помощью функции linalg.svd библиотеки SciPy 
для языка программирования Python 3. Результаты 
SVD показаны на рис. 9–11.

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

Наиболее важным результатом является прак-
тически полное совпадение собственных векторов 
рассматриваемой модели с шестью первыми левы-
ми сингулярными векторами матрицы перемеще-
ний (рис. 12). Влияние добавленного белого шума 
на элементы левых сингулярных векторов крайне 
незначительно.

График σk, построенный в полулогарифмическом 
масштабе для незашумленной матрицы (рис. 13, a), 
наглядно показывает ее структуру: наблюдается рез-
кое уменьшение величины сингулярных значений, 
ассоциированных с теми сингулярными векторами, 
для которых отсутствуют соответствующие формы 
колебаний в исходном сигнале. Поэтому векторы Uk 
для k > 6 могут быть отброшены, что полностью со-
ответствует физике рассматриваемого процесса.

a                                                                                                     b
Рис. 9. Матрица U левых сингулярных векторов: а — незашумленной матрицы перемещений; b — зашумленной 
матрицы перемещений
Fig. 9. Left singular matrix U of the: a — noise-free displacement matrix; b — noisy displacement matrix

   
a                                                                               b

Рис. 10. Матрица Σ сингулярных значений: а — незашумленной матрицы перемещений; b — зашумленной матрицы 
перемещений
Fig. 10. Matrix Σ of singular values: а — noise-free displacement matrix; b — noisy displacement matrix
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a                                                                                               b

Рис. 11. Транспонированная матрица VT правых сингулярных векторов: а — незашумленной матрицы перемещений; 
b — зашумленной матрицы перемещений
Fig. 11. Right singular matrix VT of the: а — noise-free displacement matrix; b — noisy displacement matrix

  

a b c

  

d e f

Рис. 12. Сопоставительный график динамических параметров рассматриваемой колебательной системы: Uk — левые 
сингулярные векторы незашумленной матрицы перемещений; kU  — левые сингулярные векторы зашумленной 
матрицы перемещений; Yk — собственные векторы
Fig. 12. Comparative plot of dynamic parameters: Uk — left singular vectors of the noise-free displacement matrix; kU  — 
left singular vectors of the noisy displacement matrix; Yk — eigenvectors
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Однако при наличии шума в исходной матрице 
по аналогичному графику (рис. 13, b) можно сделать 
ошибочный вывод о том, что в структуре колебаний 
присутствуют формы выше шестой. Другими слова-
ми, белый шум вызвал появление «паразитных» форм 
колебаний, которые полностью отсутствуют в исход-

ном сигнале. Очевидно, что для исключения подоб-
ных ошибок в декомпозиции необходимо получать 
дополнительную информацию иными методами.

Сопоставим формулы (12) и (13). Если соб-
ственный вектор Yk равен левому сингулярному 
вектору Uk (совпадает геометрически и использует-
ся одинаковый способ нормирования), то справед-
ливо следующее равенство:

                                   σ ,ˆk k k kC �q v  (18)

в котором и левую, и правую часть можно рассма-
тривать в качестве модальной функции состояний 
(функции изменения модальных координат во вре-
мени). Справедливость равенства (18) подтверж-
дена в ходе проведения численного эксперимента: 
модальные амплитуды незашумленной матрицы 
хорошо аппроксимируют модальные составляющие 
исходного сигнала (рис. 14).

При наличии помех шум накладывается 
на функцию состояний, что особенно заметно 
на графиках амплитуд, соответствующих высшим 
формам (рис. 14, e, f). Искажение амплитуд именно 
высших форм в рассматриваемой задаче объясняет-
ся их малым вкладом в общую динамическую реак-
цию, что понижает отношение «сигнал/шум».

                
a                                                                 b                                                                c

                
d                                                                 e                                                                 f

Рис. 14. Сопоставительный график функций состояний (модальных амплитуд): ˆk kC q  — исходной матрицы 
перемещений; σk kv  — сингулярного разложения незашумленной матрицы перемещений; σk kv% %  — сингулярного 
разложения зашумленной матрицы перемещений
Fig. 14. Comparative plot of modal amplitudes for: ˆk kC q  — initial displacement matrix; σk kv  — singular decomposition 
of the noise-free displacement matrix; σk kv% %  — singular decomposition of the noisy displacement matrix

   
a                                           b

Рис. 13. Сингулярные значения σk: а — незашумленной 
матрицы перемещений; b — зашумленной матрицы 
перемещений
Fig. 13. Singular values σk of the: a — noise-free 
displacement matrix; b — noisy displacement matrix
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Совпадение огибающих модальных амплитуд, 
полученных в результате сингулярного разложения, 
с огибающими модальными амплитудами исходно-
го сигнала свидетельствует о равенстве параметров 
затухания всех шести элементарных составляю-
щих колебательного процесса. Числовые значения 
коэффициентов демпфирования могут быть легко 
получены любым классическим методом, например 
путем определения логарифмического декремента 
затухания [25].

Исследование частотного состава модальных 
амплитуд выполнено методом Уэлча [26] (с приме-
нением процедуры signal.welch библиотеки SciPy 
для языка программирования Python 3). Спектры 
модальных амплитуд (рис. 15), полученных по-
средством сингулярного разложения, позволяют 
уверенно извлекать доминирующие частоты, не-
вязка которых с частотами собственных колебаний 
исходного сигнала не превысила 7,5 % (рис. 15, b). 
При этом во всех исследуемых спектрах обнару-
жены частотные составляющие, соответствующие 
каждой из шести гармоник исходного сигнала (от-
мечены вертикальными пунктирными линиями 
на рис. 15). Этот эффект можно интерпретировать, 

выражаясь фигурально, как «взаимопроникно-
вение» элементарных составляющих колебаний. 
Предположительно, взаимопроникновение вызвано 
отличием (хотя и незначительным) базиса деком-
позиции динамической реакции в процессе сингу-
лярного разложения от собственных векторов. Тем 
не менее амплитуды паразитных пиков на спектрах 
оказываются значительно меньше доминирующей 
гармоники, что не препятствует решению задачи 
определения основных динамических параметров 
колебательной системы.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ОБСУЖДЕНИЕ

В результате проведенного исследования мож-
но сделать следующие выводы.

Результаты численного эксперимента по де-
композиции свободных колебаний неконсерватив-
ной системы с конечным числом степеней свободы 
при использовании классической, допускающей 
разделение уравнения движения в модальных коор-
динатах, модели внутреннего трения подтверждают 
возможность использования сингулярного разложе-
ния матрицы перемещений для определения основ-

 
a b c

 
d e f

Рис. 15. Сопоставительный график спектрального состава модальных амплитуд: Sin.k — исходной матрицы 
перемещений; Sout.k — сингулярного разложения незашумленной матрицы перемещений; .out kS  — сингулярного 
разложения зашумленной матрицы перемещений; fk — частота собственных колебаний исходного сигнала
Fig. 15. Comparative plot of modal amplitudes spectra for: Sin.k — initial displacement matrix; Sout.k — singular 
decomposition of the noise-free displacement matrix; .out kS  — singular decomposition of the noisy displacement matrix;  
fk — eigenfrequency
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ных динамических параметров: форм и частот соб-
ственных колебаний, количественных параметров 
демпфирования.

Результаты сингулярного разложения (13) ма-
трицы перемещений имеют ясную физическую 
интерпретацию: левые сингулярные векторы Uk ап-
проксимируют векторы собственных форм колеба-
ний, сингулярные значения σk являются весовыми 
коэффициентами, определяющими вклад k-й фор-
мы колебаний в общую динамическую реакцию, 
а произведения σkvk сингулярных значений и пра-
вых сингулярных векторов аппроксимируют мо-
дальные амплитуды, которые определяют модаль-
ные координаты k-й собственной формы в каждый 
отдельный дискретный момент времени колебаний.

Левые сингулярные векторы не являются соб-
ственными векторами колебательной системы в том 
смысле, который обычно вкладывается в это поня-
тие при решении проблемы собственных значений 
для системы уравнений движения. Сингулярное 
разложение позволяет «автоматически» получить 
априорный базис, основываясь на внешних прояв-
лениях динамической реакции (перемещении, ско-
рости или ускорении точек конструкции), в то время 
как собственные векторы являются базисом апосте-
риорным, основанным на исследовании внутрен-
них инерционных, жесткостных и демпфирующих 
свойств колебательной системы.

Численные эксперименты, проведенные с моде-
лью консольного стержня, рассмотренной в работе, 

показали, что отличие соответствующих левых син-
гулярных и собственных векторов уменьшается при 
увеличении числа степеней свободы n. Бездоказа-
тельно можно предположить, что в предельном слу-
чае n ⇒ ∞ будет достигнуто строгое равенство между 
ними. Такой вывод кажется естественным и вполне 
правдоподобным, так как в предельном случае апри-
орный базис формируется на основе максимально 
достоверной информации о геометрии перемещений.

Определенным недостатком сингулярного раз-
ложения служит тот факт, что порядок расположе-
ния столбцов Uk в матрице левых сингулярных век-
торов определяется вкладом k-й формы колебаний 
в суммарное перемещение (величиной сингулярно-
го значения σk), а не величиной соответствующей 
частоты. Другими словами, порядковый номер ле-
вого сингулярного вектора в матрице может ока-
заться не равен порядковому номеру соответству-
ющего собственного вектора. Однако эта проблема 
легко устраняется путем анализа частотного соста-
ва правых сингулярных векторов.

Результаты сингулярного разложения синтезиро-
ванной динамической реакции оказались весьма устой-
чивыми к воздействию помех и обеспечили качествен-
ную аппроксимацию перемещений при сравнительно 
небольшом числе степеней свободы. Такие свойства 
позволяют рассматривать сингулярное разложение 
в качестве основы для разработки полностью автомати-
ческой стационарной системы мониторинга динамиче-
ских параметров зданий и сооружений.
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