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АННОТАЦИЯ
Введение. Рассматривается нелинейное дифференциальное уравнение третьего порядка с полиномиальной пра-
вой частью седьмой степени, описывающее волновые процессы в балках. При исследовании такого класса уравне-
ний в общем случае неразрешимых в квадратурах авторы используют метод, позволяющий получить аналитическое 
приближенное решение. Данного рода исследования основаны на решении нескольких математических задач. Дано 
обобщение полученных ранее результатов исследования одного класса нелинейных дифференциальных уравнений 
с подвижными особенностями на комплексную область.
Методы и материалы. Рассматривается задача о нахождении точных границ применения приближенного реше-
ния нелинейного дифференциального уравнения в окрестности подвижной особой точки. Ранее были определены 
границы области применения приближенного решения на основе теоремы существования и единственности, но 
далее полученная область была уменьшена за счет возмущения подвижной особой точки. Используя элементы 
дифференциального исчисления для оценки погрешности решения, в данной работе удается расширить область 
применения приближенного решения и приблизить к полученной первоначально области. 
Результаты. Получены точные границы области применения приближенного решения. Теоретические положения 
подтверждены численными расчетами, что характеризует их достоверность. Рассматривается два численных экс-
перимента. В первом взята точка, попадающая под предыдущую и новую, полученную в данной статье, область. 
Во втором — точка, попадающая лишь под действие новой теоремы. 
Выводы. Авторский подход метода аналитического приближенного решения находит дальнейшее развитие на при-
мере рассматриваемого класса нелинейных уравнений. Обобщаются результаты, полученные ранее при исследо-
вании точных границ применения приближенного решения рассматриваемого класса уравнений в окрестности под-
вижной особой точки в комплексной области. Представленные исследования подтверждены с помощью численных 
экспериментов.   

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: аспект нелинейности, возмущение подвижной особой точки, точные границы, априорная 
оценка, задача Коши
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Exact boundaries of the scope of the approximate solution  
for a certain class of nonlinear differential equations  

in the complex domain
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Moscow State University of Civil Engineering (National Research University) (MGSU);  
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ABSTRACT
Introduction. A nonlinear differential equation of the third order with a polynomial right part of the seventh degree describ-
ing wave processes in beams is considered. When studying this class of equations, generally unsolvable in quadrature, 
the authors use a method allowing to obtain an analytical approximate solution. This kind of research is based on the solution 
of several mathematical problems. The paper generalizes previously obtained results of the study of one class of nonlinear 
differential equations with moving singularities to the complex domain.
Materials and methods.  The problem of finding the exact limits of application of the approximate solution of a nonlinear dif-
ferential equation in the neighborhood of a moving singular point is considered. Previously, the boundaries of the application 
area of the approximate solution were determined on the basis of the theorem of unique existence, but further, the obtained 
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area was reduced due to the perturbation of the moving singular point. Applying elements of differential calculus to esti-
mate the error of the solution, in this work, it is possible to expand the scope of the approximate solution and bring it closer 
to the initially obtained area.
Results. The exact boundaries of the area of application of the approximate solution are obtained. Theoretical provisions 
are confirmed by numerical calculations, which characterizes their reliability. Two numerical experiments are considered. 
In the first one, a point falling under the previous and new area obtained in this paper is taken. In the second, the point falling 
only under the new theorem is taken.
Conclusions. The author’s approach of the method of analytical approximate solution is further developed on the example 
of the considered class of nonlinear equations. The paper summarizes the results obtained earlier in the research of the ex-
act limits of application of the approximate solution of the considered class of equations in the vicinity of a moving singular 
point in the complex domain. The presented studies are confirmed by numerical experiments.

KeywoRds: nonlinearity aspect, perturbation of a moving singular point, exact boundaries, a priori estimation, Cauchy 
problem
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ВВЕДЕНИЕ 

В решении многих технических задач иссле-
дователи приходят к различным дифференциаль-
ным уравнениям, как линейным, так и нелинейным. 
В случае линейных уравнений проблем не возникает, 
в случае нелинейных дифференциальных уравнений 
приходится учитывать некоторые аспекты этого клас-
са уравнений, а именно наличие подвижных особых 
точек, что является достаточным условием невоз-
можности в общем случае разрешить в квадратурах 
эти уравнения. Отметим, что все известные на дан-
ный момент классические, аналитические и числен-
ные методы непригодны для решения такого типа 
уравнений. Эта ситуация актуализирует развитие 
исследований методов решения подобных классов 
уравнений. Такие уравнения возникают, к примеру, 
при исследовании волновых процессов в эластичных 
балках или стержнях [1, 2], при наблюдении разрыв-
ных усилий в строительных конструкциях [3], в те-
плотехнике [4–6], при изучении модификационных 
уравнений Шредингера [7, 8]. Известны публикации 
разрешимости такого рода уравнений в частных слу-
чаях [9–15], развитие авторского метода в работах 
[16–18] и асимптотического подхода [19–22], а так-
же метода линеаризации уравнения для нахождения 
различных параметров [23–26]. Следует отметить, 
что асимптотический подход не позволяет получить 
результаты, представленные в данном исследовании. 
В настоящей работе продолжается исследование рас-
сматриваемого класса уравнений, представленных 
в работах [27–29], где на первом этапе решена задача 
существования и единственности решения рассма-
триваемого уравнения для окрестности подвижной 
особой точки. Затем получено аналитическое при-
ближенное решение, доказаны априорные оценки 
погрешности. Далее получены результаты влияния 
возмущения подвижной особой точки на аналитиче-
ское приближенное решение. В ходе этих исследова-
ний наблюдается значительное уменьшение области, 
где возможно проведение расчетов для аналитиче-

ского приближенного решения. Применив элементы 
дифференциального исчисления при оценке погреш-
ности, удается значительно расширить эту область. 
В данном исследовании проводится обобщение ре-
зультатов работы [29] о точных границах области 
применения приближенного решения некоторого 
класса уравнений в окрестности подвижной особой 
точки на комплексную область. Полученные теоре-
тические положения подтверждены численными экс-
периментами. 

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ

Для классической задачи Коши: 

                         � � � � � �7 ;y z y z r z��� � �  (1)
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� �
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в работе [27] построено аналитическое приближен-
ное решение для окрестности подвижной особой 
точки в форме:

                
� � � � � �
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0
.
n

n
n

y z z z C z z
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� � � ��  (3)

Так как существующие на данный момент ме-
тоды позволяют рассчитывать значение подвижной 
особой точки приближенно, то вместо выражения (3) 
получаем новую структуру решения:

             
� � � � � �

1
2 2

0
,

nN

N n
n

y z z z C z z
�� �

�

� � � �� %% % %  (4)

где nC%  — возмущенные значения коэффициентов. 
При оценке погрешности решения формулы (4) 

в работе [28] отмечаем сужение области для реше-
ния (4) по сравнению с теоремой существования 
в труде [27]. Применяя элемент дифференциального 
исчисления при оценке погрешности решения (4), 
удается значительно приблизиться к области в ра-
боте [27], но для приближенного решения выраже-
ния (4).
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РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

Теорема

Потребуется выполнение следующих условий:
1) r(z) ∈ C1 в области *

1ρz z� �% , где 0 < ρ1 = const;

2) 
( ) *( )

: ,
!

n

n n

r z
n

M M� �
%

 Mn = const;

3) * * ;z z�%

4) выполняется следующая оценка для
* * *;z z z� � �% %
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z
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%

В этом случае приближенное решение форму-
лы (4) задачи (1), (2) имеет следующую оценку по-
грешности:  
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для варианта N + 1 = 3k + 1, и:
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Доказательство
Основываясь на классическом подходе, имеем:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .N N Ny z y z y z y z y z y z y z� � � � � � �% % % % %

Оценим выражение ( ) ( ) ,y z y z� %  используя ме-
тоды дифференциального исчисления [30]:
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Далее анализируем выражение: 
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Учитывая разложение функции r(z) в регуляр-

ный ряд, по условию теоремы, � � � �
0

,
n
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можем записать в общем случае  
~
Сn в виде  

~
Сn =

=  
~
Сn(A0, A1, ..., Am). Напоминаем оценки для  

~
Сn [27]:
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А также оценки для ∆ 
~
Сn [28]:
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Теперь оценим выражение sup n
U
C%  с учетом ре-

куррентных соотношений, данных в работе [27], и, 
выполняя ряд преобразований, получим:
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а также
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получим следующую оценку для ( ) ( )y z y z−  : 
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Тогда: 

� � � �
*6

3/26 *
1

1 1
* *2 2

2
1 7

3
* * 2

2 0 1 2 3
7

15
2 8

1 Τ .
2

N

n n

n n
n N

n

n

zy z y z
z z

C z z C z z

nz z z

� �� �

� �

��

�
� � �

�

� � � � � �

�
� � � � � � � � � � �

� �

�

%
%

%

% %% %

% %

Таким образом, получаем, что
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Для оценки Δ1 воспользуемся теоремой второй 
работы [27]:
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в случае N + 1 = 3k,
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для варианта N + 1 = 3k + 1, и
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при N + 1 = 3k + 2.



В.Н. Орлов, М.В. Гасанов

1896

В
ес

тн
и

к 
М

ГС
У 

• I
SS

N
 1

99
7-

09
35

 (P
rin

t) 
IS

SN
 2

30
4-

66
00

 (O
nl

in
e)

 • 
Т

ом
 1

8.
 В

ы
пу

ск
 1

2,
 2

02
3 

V
es

tn
ik

 M
G

S
U

 • 
M

on
th

ly
 J

ou
rn

al
 o

n 
C

on
st

ru
ct

io
n 

an
d 

Ar
ch

ite
ct

ur
e 

• V
ol

um
e 

18
. I

ss
ue

 1
2,

 2
02

3

Данные оценки справедливы в области 
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Рассмотрим случай дробных степеней с учетом 
закономерности оценок для ∆ 
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Аналогичная ситуация и для случая целых сте-
пеней Δ22:
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Таким образом, получаем окончательное выра-
жение для оценки Δ2:
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Осталось показать справедливость оценки Δ3:
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После преобразований получаем оценку для Δ3:
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Численный эксперимент
Пример 1. Проведем расчеты задачи Коши (1), 

(2) с условиями: 
5( ) ; (0) 0, 2 0,5 ;

(0) 0,3 0,7 ; (0) 0,95 ;
5,8563; 0,0005.

r z z y i
y i y i
z z�

� � �
� ��� � � �

� � �% %

Рассматриваемая задача (1), (2) при данных ус-
ловиях неразрешима в квадратурах. Применяя полу-
ченные результаты, рассчитаем приближенное реше-
ние (4) при N = 9 для значения аргумента 1z  с учетом 
области 1 2 3F F F F= ∩ ∩ , для которой теорема [28] 
является применимой — ρ = 0,015625 (принятое обо-
значение в работе [28]). Результаты расчетов пред-
ставлены в табл. 1.

Пример 2. Рассмотрим задачу Коши (1), (2) 
с условиями: 

5( ) ; (0) 0,2 0,5 ;
(0) 0,3 0,7 ; (0) 0,95 ;

5,8563; 0,0005.

r z z y i
y i y i
z z�

� � �
� ��� � � �

� � �% %

Рассматриваем значение x2, удовлетворяю-
щее условию настоящей теоремы, находящееся 
в области 1 2 3F F F F= ∩ ∩  — ρ2 = 0,06249, z2 = 5,78, 
но при этом не подпадающее под результаты теоре-
мы работы [28]. Результаты расчетов представлены 
в табл. 2.

Табл. 1. Характеристики приближенного решения 

Table 1. Characteristics of the approximate solution 

z1 9 1( )y z Δ1 Δ2 Δ3

5,841 1,5081 · 107 – 1,3799 · 106 0,04 0,07 0,0005

Примечание: 9 1( )y z  — аналитическое приближенное ре-
шение (4); Δ1 — оценка погрешности, полученная соглас-
но работе [28]; Δ2 — оценка погрешности согласно дан-
ной работе; Δ3 — апостериорная оценка для решения (4). 
В случае Δ3 = 0,0005 доказанная теорема требует N = 14. 
Слагаемые с 10 по 14 в общей сумме не влияют на точ-
ность полученного результата — ε = 0,0005, это означает, 
что при N = 9 получаем значение ( )9 1y z  с точностью ε = 
= 0,0005. Следует отметить, что априорные оценки дан-
ной работы и работы [28] имеют одинаковый порядок. 

Note: 9 1( )y z%  — analytical approximate solution (4); Δ1— er-
ror estimate obtained according to [28]; Δ2 — error estimate 

according to this paper; Δ3 —  posteriori estimate for the solu-
tion (4). In the case of Δ3 = 0.0005  the proved theorem re-
quires N = 14. The summands 10 to 14 in the total sum do not 
affect the accuracy of the obtained result — ε = 0.0005 this 
means that when N = 9 we obtain a value 9 1( )y z%  with accuracy 
ε = 0.0005. It should be noted that the priori estimates of this 
paper and the paper [28] are of the same order.

Табл. 2. Характеристики приближенного решения 
Table 2. Characteristics of the approximate solution

z2 9 2( )y z 1′∆ 2′∆

5,78 378 980,6054 + 532 683,1167i 0,02 0,0009

Примечание: 9 2( )y z  — приближенное решение (4); 1′∆  — 
погрешность, согласно настоящей работе; 2′∆  — апостери-
орная погрешность решения (4). Для варианта 2 0,0009′∆ =  
по доказанной в работе теореме следует N = 13. Слагаемые 
с 10 по 13 не влияют на точность проведенных расчетов — 
ε = 0,0009. Это означает, что при N = 9 полученное значе-
ние ( )9 2y z  имеет точность ε = 0,0009.
Note: 9 2( )y z%  — approximate solution (4); 1��  — error, accord-
ing to this paper; 2��  — posteriori error of the solution (4). For 
the variant 2 0.0009�� � , according to the theorem proved in 
this paper, it follows that N = 13. The summands 10 to 13 do 
not affect the accuracy of the calculations — ε = 0.0009. This 
means that when N = 9 the obtained value has an accuracy of 
ε = 0.0009.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ОБСУЖДЕНИЕ

Авторский подход метода аналитического при-
ближенного решения находит дальнейшее развитие 
на примере рассматриваемого класса нелинейных 
уравнений. В исследовании полученные результа-
ты основывались на элементах дифференциального 
исчисления, которые позволили улучшить предыду-
щие результаты. В статье обобщаются результаты, 
полученные ранее при исследовании точных границ 
применения приближенного решения, рассматрива-
емого класса уравнений в окрестности подвижной 
особой точки в комплексной области. Представлен-
ные исследования подтверждены с помощью чис-
ленных экспериментов, с одной стороны, подтверж-
дающих полученные теоретические результаты; 
с другой стороны, хорошо согласующиеся с резуль-
татами предыдущей публикации в общей области.  
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