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АННОТАЦИЯ 
Введение. Предложен принципиально новый способ пассивного гашения колебаний конструкции в окрестности ее 
резонансных частот. Способ основан на использовании пьезоэффекта. С этой целью к конструкции добавлены пье-
зоэлектрические элементы, которые служат преобразователями энергии (механической энергии в электрическую 
энергию и наоборот). 
Материалы и методы. Пьезоэлектрические элементы представляют собой предварительно поляризованную пье-
зокерамику с электродами. Для пассивного гашения вибраций используются два различных вида электрических 
условий на электродах: электроды короткозамкнуты и электроды разомкнуты. Изменяя электрические условия 
на электродах, изменяется краевая задача. Спектр собственных частот краевой задачи для конструкции с корот-
козамкнутыми электродами отличается от спектра собственных частот краевой задачи для той же конструкции  
с разомкнутыми электродами. Идея метода заключается в следующем: пусть частота колебаний конструкции с ко-
роткозамкнутыми электродами приближается к ее резонансной частоте. Разомкнем электроды, тем самым изменим 
спектр собственных частот конструкции. Частота колебаний, которая является резонансной частотой для конструк-
ции с короткозамкнутыми электродами, для конструкции с разомкнутыми электродами не будет резонансной. В ре-
зультате изменения электрических условий амплитуды искомых величин (прогиба, изгибающего момента, перере-
зывающего усилия и т.д.) существенно уменьшатся. С целью оценки эффективности пассивного гашения вибрации 
предложена простая формула. 
Результаты. Для балки, совершающей вынужденные изгибные колебания в окрестности ее резонансной частоты, 
по предложенному способу пассивного гашения вибраций выполнены расчеты, получены таблицы эффективности 
гашения вибрации в окрестности резонансных частот и построены графики. Исследована возможность повышения 
эффективности гашения колебаний за счет выбора направления предварительной поляризации пьезоэлектрическо-
го материала, расположения электродов и их количества.
Выводы. Результаты исследований пассивного гашения колебаний вблизи резонансных частот с помощью пьезо-
эффекта подтвердили простоту и надежность предлагаемого метода. 

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: пассивное гашение вибраций, пьезоэффект, спектр собственных частот, поляризованная 
пьезокерамика 
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ABSTRACT
Introduction. the paper describes a fundamentally new method of passive damping of vibrations of a structure in the vicin-
ity of its resonant frequencies. The method is based on the use of piezoeffect. For this purpose, piezoelectric elements are 
added to the structure, which serve as energy converters (mechanical energy into electrical energy and vice versa).
Materials and methods. piezoelectric elements are polarized piezoceramics with electrodes. Two different types of elec-
trical conditions on the electrodes are used for passive vibration damping: a) the electrodes are short-circuited and b) 
disconnected electrodes. By changing the electrical conditions on the electrodes, we change the boundary value problem. 
The spectrum of natural frequencies of the boundary value problem for a structure with short-circuited electrodes differs from 
the spectrum of natural frequencies of the boundary value problem for the same structure with disconnected electrodes. 
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The idea of the method is as follows: let the vibration frequency of the structure with short-circuited electrodes approach its 
resonant frequency. Let us disconnect the electrodes, thereby changing the spectrum of natural frequencies of the structure. 
The vibration frequency, which is the resonant frequency for the structure with short-circuited electrodes, will not be resonant 
for the structure with disconnected electrodes. As a result of changes in electrical conditions, the amplitudes of the required 
quantities (deflection, bending moment, shearing force, etc.) will decrease significantly. To evaluate the effectiveness of pas-
sive vibration damping, a simple formula is proposed.
Results. For a beam undergoing forced bending vibrations in the vicinity of its resonant frequency, calculations were per-
formed using the proposed method of passive vibration damping, tables of vibration damping efficiency in the vicinity of reso-
nant frequencies were obtained, and graphs are plotted. The possibility of increasing the efficiency of vibration damping by 
choosing the direction of pre-polarization of the piezoelectric material, the location of the electrodes and their number was 
investigated.
Conclusions. the results of studies of passive vibration damping near resonant frequencies using the piezoeeffect con-
firmed the simplicity and reliability of the proposed method.

KeywoRds: passive vibration damping, piezoeffect, spectrum of natural frequencies, polarized piezoceramics

FoR CITATIoN: Sidorov V.N., Rogacheva N.N., Zheglova Yu.G. Passive damping of bending vibrations of a beam near 
its resonance frequencies using piezoeffec. Vestnik MGSU [Monthly Journal on Construction and Architecture]. 2023; 
18(12):1901-1914. DOI: 10.22227/1997-0935.2023.12.1901-1914 (rus.).

Corresponding author: Yulia G. Zheglova, JeglovaYUG@mgsu.ru.

ВВЕДЕНИЕ 

Создание эффективных средств контроля и га- 
шения колебаний конструкций является одной 
из важнейших проблем современной техники. Она 
охватывает широкий класс задач в строительстве, 
машиностроении, транспорте, военной технике, 
электронике и др. В строительстве это колебания 
зданий и сооружений, в том числе дымовых труб, 
телевизионных башен, мостов и т.д., которые под-
вергаются действиям динамических эксплуатаци-
онных ветровых и сейсмических нагрузок.

Для решения этого вопроса используются ак-
тивные и пассивные системы гашения колебаний. 

Различие между ними состоит в том, что в си-
стемах активного гашения колебаний используются 
внешние источники энергии, необходимые для воз-
буждения вынужденных колебаний конструкции 
в противофазе ее колебаний и уменьшающие ам-
плитуды колебаний [1–10]. 

Пассивное гашение колебаний конструкции 
не требует внешних источников энергии. Для реше-
ния проблемы виброзащиты применяются различ-
ные системы пассивного гашения вибраций: демп-
фирующие; адаптивные; инерционные с гасителями 
колебаний; системы, регулирующие жесткость кон-
струкции; изолирующие системы и др. [11–16]. 

Демпфирование заключается в поглощении 
и изменении энергии вибрации. Задача демпфиро-
вания — увеличение рассеивания энергии, для того 
чтобы уменьшить ускорение перемещений и инер-
ционные силы колебания конструкции.

В инерционных системах используются раз-
личные гасители колебаний или гироскопические 
устройства. В строительных сооружениях масса га-
сителя составляет 1–2 % от массы сооружения. Под 
устройство гасителей отводятся большие площади 
в верхней части сооружения. В качестве примера 
можно привести гаситель в здании высотой 509 м 
(101 этаж) в г. Тайбэе (Тайвань). В верхней части 

этого здания между 87 и 91 этажами подвешен га-
ситель в виде шара 660 тонн. Совершая колебания 
в противофазе, шаровой маятник уменьшает ампли-
туду сейсмических колебаний здания и меняет его 
собственные частоты.

Повышение жесткости сооружения достигает-
ся установкой дополнительных панелей и связей, 
которые значительно увеличивают прочность кон-
струкции и изменяют ее резонансный спектр частот 
колебаний.

Изолирующие системы используются с древ-
них времен. В строительных сооружениях способ 
сейсмоизоляции является наиболее эффективным. 
В отечественном строительстве часто применяются 
кинематические фундаменты, использующие эф-
фекты качения, скольжения, трения и т.д. Другой 
распространенный тип сейсмоизоляции — фунда-
менты с упругопластическими элементами.

Особые трудности представляет гашение вы-
нужденных колебаний, частоты которых близки или 
совпадают с собственными частотами конструкции. 
Именно для этого случая предлагается новый спо-
соб пассивного гашения колебаний конструкции 
вблизи ее резонансных частот, основанный на пьезо-
эффекте [17]. С этой целью на лицевые поверхности 
балки добавлены слои из предварительно поляри-
зованной пьезокерамики с сильным пьезоэффектом. 
На электродах пьезоэлектрических слоев использу-
ются два типа электрических условий — электроды 
либо коротко замкнуты, либо разомкнуты. Электро-
упругое состояние конструкции с разными услови-
ями на электродах описывается разными краевыми 
задачами с разными спектрами собственных частот. 
Этот известный в математике факт положен в осно-
ву нового способа пассивного гашения колебаний 
конструкции вблизи ее резонансных частот: если 
конструкция совершает колебания с частотой, близ-
кой к ее резонансной частоте, то, изменив электри-
ческие условия на электродах, мы изменим спектр 
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собственных частот, и колебания конструкции будут 
происходить не на резонансной частоте.

Эффективность гашения зависит от направле-
ния предварительной поляризации пьезокерамики, 
расположения и количества электродов, геометри-
ческих и физических параметров конструкции и ис-
следуется в представленной работе.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ

Исходные уравнения
Рассмотрена трехслойная балка с одним упру-

гим слоем и двумя пьезоэлектрическими слоя-
ми, расположенными симметрично относительно 
упругого слоя. Средний слой — упругий, внешние 
слои выполнены из пьезоэлектрического матери-
ала. В дальнейших обозначениях номер упруго-
го слоя (1), номера верхнего и нижнего слоев (+2) 
и (–2) соответственно. Толщина упругого слоя равна 
2h1, толщина каждого пьезоэлектрического слоя — 
h2, длина балки — l (рис. 1).

Продольный разрез балки в декартовых коор-
динатах и электрическая нагрузка схематически по-
казаны на рис. 1.

Ось x1 направлена по длине балки, x2 — по ши-
рине балки, ось x3 ортогональна им. 

Предполагается, что пьезоэлектрические слои 
предварительно поляризованы в направлении x3 [18].

В работе [18] построена теория многослойных 
электроупругих балок. Приведем эти результаты 
для частного случая — трехслойной балки.

В случае тонкостенных балок в уравнениях 
состояния напряжениями σ22 и σ33 можно прене-
бречь по сравнению с напряжениями σ11. Кроме 
того, предполагается, что электроупругое состояние 
не зависит от координаты x2.

С учетом сделанных допущений уравнения для 
упругого и электроупругого слоев запишутся в виде 
уравнения равновесия:

  

( )( ) 2 ( )

2

σσ ρ , 1, 3, 2, 1, 2;
kk k

ijii i

i j

u
i j k

x x t
�� �

� � � � � �
� � �

 (1)

Формулы деформация-перемещение:

                       

( )
( ) 1
1

1

, 2, 1, 2.
k

k ue k
x

�
� � �

�
 (2)

Уравнение состояния (закон Гука) упругого 
слоя:

                                  
(1) (1)
11 1σ .Ee�  (3)

Поведение пьезоэлектрических слоев описы-
вается связанной электроупругой задачей, поэтому 
в уравнения состояния пьезоэлектрических слоев 
и уравнения электростатики одновременно входят 
и механические, и электрические величины [19]:

                      

( 2) ( 2) ( 2)31
11 1 3

11 11

1σ ;E E

d
e E

s s
� � �� �  (4)

                      
( 2) ( 2) ( 2)
3 33 3 31 11ε σ ,TD E d� � �� �  (5)

где

                               

( 2)
( 2)
3

3

φ .E
x

�
� �

� �
�

 (6)

В формулах (1)–(6) u1 и e1 — перемещение 
и деформация в направлении x1 соответственно; E3 
и D3 — компоненты вектора электрического поля 
и вектора электрической индукции в направлении 
x3; φ — электрический потенциал; 11

Es  — упругая по-
датливость при нулевом электрическом поле; Е — 
модуль упругости упругого слоя; d31 — пьезоэлек-
трическая проницаемость; 33εT  — диэлектрическая 
проницаемость при нулевых напряжениях [19]. Ис-
пользуемые обозначения те же, что и в трудах [2, 18].

Рассмотрим пьезоэлектрические слои, лице-
вые поверхности которых 3 1 ,x h h� � �  полностью 
покрыты электродами. Будем использовать только 
два вида условий на электродах:

• электроды короткозамкнуты (электрический 
потенциал на электродах равен нулю);

• электроды разомкнуты.
На короткозамкнутых электродах электриче-

ский потенциал равен нулю:

                      3 3 1

( 2) ( 2)φ φ 0.
x h x h

� �

�� ��
� �  (7)

Рис. 1. Схематическое изображение структуры слоистой балки
Fig. 1. Schematic representation of a layered beam structure
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На разомкнутых электродах электрический по-
тенциал отличен от нуля:

             3 3 1

( 2) ( 2) ( 2) ( 2)φ ,  φ
x h x h

V V� � � �

�� ��
� � � m  (8)

и его значения V(±2) определяются из следующего 
интегрального условия:

                              

3

Ω

Ω 0.D
I d

t
�

� �
��  (9)

Здесь интеграл берется по поверхности Ω од-
ного из электродов, t обозначает время.

На поверхностях балки механическая поверх-
ностная нагрузка задается обычным образом:

                    

3 3

3

( 2) ( 2)
13 1 33

( 2)
3 33 3

σ , σ

, σ .
x h x h

x h

q

q q

� � �

�� ��

� � �

��

� � �

� � � �
 (10)

Верхний индекс в скобках указывает номер слоя. 
Здесь и далее каждая формула с двойным знаком ±, 
m содержит две формулы. Для получения одной фор-
мулы следует взять верхние знаки, для получения 
второй формулы нужно взять нижние знаки.

Вывод уравнений электроупругой балки
Так как будет рассмотрена задача изгиба бал-

ки, то искомые величины σ11, u1, E3, D3 являются не-
четными функциями от переменной x3, а искомые 
величины u3, φ, σ13 — четными функциями от пере-
менной x3.

Электрический потенциал φ в задаче изгиба 
балки — это четная функция от переменной x3, по-
этому условия (8) запишутся в следующем виде:

                              
( 2) ( 2) .V V V� �� � �  (11) 

Для построения теории электроупругих балок 
следует принять некоторые предположения отно-
сительно электрических величин. Как и при по-
строении теории пьезоэлектрических слоистых ба-
лок [18], содержание принимаемых гипотез зависит 
от электрических условий на поверхностях пьезо-
электрических слоев. 

Механические величины любого слоя, для 
которого справедливы гипотезы Кирхгофа, могут 
быть записаны в виде следующих линейных функ-
ций координаты x3:

                   

3 ,1 1 3

( 2) ( 2) ( 2) (1) (1)
11 11,0 3 11,1 11 3 11,1

, κ,
σ σ σ , σ σ    ,
u x u e x

x x� � �

� �

� � �
 (12)

где κ — компонента изгибной деформации средней 
линии балки w: 

                        
3

2

32 0
1

κ , .
x

w w u
x �

�
� � �
�

 (13)

В работе [18] показано, что электрический по-
тенциал в пьезоэлектрическом слое является ква-
дратичной функцией координаты толщины x3:

                    
( 2) ( 2) ( 2) 2 ( 2)

,0 3 ,1 3 ,2φ φ φ φ .x x� � � �� � �  (14)

Выпишем основные формулы для балки с ра-
зомкнутыми электродами. На разомкнутых элек-
тродах электрический потенциал отличен от нуля. 
Он равен константе на каждом электроде, которая 
определяется из интегрального условия (9).

Если на электродах задан электрический по-
тенциал (8), то формулу (14) можно преобразовать:

             

� �

� �

( 2) ( 2)
3 1 2 ,2

2

2 ( 2)
3 1 ,2

2φ φ

φ .

VV x h h
h

x h

� �

�

� �
� � � � �� �

� �

�

m m

m

 (15)

С учетом формул (15) и (6) получаем:
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( 2) ( 2) ( 2)
3 3,0 3 3,1 .E E x E� � �� �  (16)

В результате несложных преобразований урав-
нения состояния пьезоэлектрических слоев с разом-
кнутыми электродами можно переписать в виде:
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Запишем основные формулы для балки с ко-
роткозамкнутыми электродами с учетом формул (7): 
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Перейдем в полученных формулах к обозна-
чениям, принятым в теории балок. Интегрируя на-
пряжения по толщине балки, находим результирую-
щую поперечную силу N и изгибающий момент G:
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Проинтегрировав уравнения движения и урав-
нения состояния для каждого слоя по переменной 
х3, получим одномерное уравнение для трехслойной 
электроупругой балки. В качестве примера рассмо-
трим гармонические колебания трехслойной балки 
по переменной t по закону e–iωt, где переменная t — 
время; ω — круговая частота. Выпишем все уравне-
ния и краевые условия относительно амплитудных 
значений искомых величин.

Выпишем уравнения изгибных колебаний бал-
ки с короткозамкнутыми электродами:
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 (21)

После решения одномерной задачи можно най-
ти напряжения и электрические величины по фор-
мулам:
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Выпишем уравнения изгибных колебаний бал-
ки с разомкнутыми электродами: 
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По формулам (25) можно вычислить напряже-
ния и электрические величины балки с разомкнуты-
ми электродами. 

Колебания балки со сплошными электродами 
в окрестности ее резонансных частот

Рассмотрим случай, когда на балку действует 
только постоянная нагрузка Z*.

Введем безразмерные искомые величины:
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Пусть электроды балки короткозамкнуты.
С учетом формул (26) система уравнений (21) 

перепишется в виде:
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 (27)

Разрешающее уравнение для задачи изгиба за-
писывается, как:
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Его решение имеет вид:
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Безразмерные перерезывающее усилие и из-
гибающий момент определяются следующими фор-
мулами:
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Произвольные постоянные интегрирования с1 
и с2 определяются из условий на концах балки:
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Найдем произвольные константы интегрирова-
ния с1, с2, с3, с4, удовлетворяя условиям (29):
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 (31)

Первые три значения безразмерного частотно-
го параметра l на резонансах, найденные из частот-
ного уравнения (31), равны 1,875, 4,694, 7,855. 

Рассмотрим задачу о колебаниях балки с ра-
зомкнутыми электродами. 

Система уравнений относительно безразмер-
ных искомых величин для балки с разомкнутыми 
электродами имеет вид:
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где
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Разрешающее уравнение имеет вид (28). Его 
решение записывается в виде (29). 

Безразмерные изгибающий момент и перере-
зывающая сила определяются по формулам:
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Удовлетворяя граничным условиям (30), полу-
чим следующие формулы для произвольных посто-
янных интегрирования:
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Введем понятие эффективности f пассивного 
гашения колебаний с помощью пьезоэлектриче-
ского эффекта. Примем за эффективность пассив-
ного гашения колебаний отношение абсолютной 
величины разности резонансных частот, имеющих 

одинаковые номера для балки с разомкнутыми 
и короткозамкнутыми электродами соответственно 
к резонансным частотам балки с короткозамкнуты-
ми электродами:
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Величины λ2 входят в формулу во второй степе-
ни, так как, согласно второй формуле (28), частота ω 
пропорциональна λ2.

Табл. 1. Значения безразмерного частотного параметра 
при резонансах балки со сплошными электродами 
и эффективность гашения колебаний для первых пяти 
резонансных частот

Table 1. Values of the dimensionless frequency parameter 
at resonances of the beam with solid electrodes and 
the efficiency of vibration damping for the first five resonant 
frequencies

n 1 2 3 4 5

λ(sh) 1,8750 4,6940 7,8547 10,9954 14,1371

λ(d) 1,9021 4,7155 7,8672 11,0044 14,1441

f 0,0291 0,0092 0,0032 0,0032 0,0001

Примечание: n — номер резонансной частоты колебаний; 
λ(sh)

 и λ(d) — значения безразмерного частотного параметра 
на резонансах балки с короткозамкнутыми или разомкну-
тыми электродами соответственно. 

Note: n — is the number of the resonant frequency of oscilla-
tion; λ(sh) and λ(d) — values of the dimensionless frequency pa-
rameter at the beam resonances with short-circuited or open-
circuited electrodes, respectively.

Расчет выполнялся для балки из железобетона 
со слоями предварительно поляризованной пьезо-
керамики с сильным пьезоэлектрическим эффектом 
PZ29, h2/h1 = 0,1. 

Из табл. 1 видно, что наибольшая эффектив-
ность в случае сплошных электродов достигается 
на основной (первой) резонансной частоте колеба-
ний балки и быстро уменьшается с увеличением 
номера резонансной частоты. Эффективность гаше-
ния изгибных колебаний невелика и уменьшается 
с увеличением номера резонансной частоты. 

Табл. 1 составлена для консольной балки. При 
других краевых условиях эффективность может 
быть нулевой. Например, если края балки жестко 
заделаны, то величина Q(33) равна нулю, так как 
углы поворота жестко заделанных краев балки рав-
ны нулю. В этом случае системы уравнений для 
слоистой балки с короткозамкнутыми и разомкну-
тыми электродами совпадают, а значит, совпадают 
и их собственные частоты.
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Выше мы рассматривали балку со сплошными 
электродами. Можно предположить, что использо-
вание разрезных электродов будет более эффектив-
но для пассивного гашения вибраций. 

Изгибные колебания балки  
с разрезными электродами  
(пьезослои с толщинной поляризацией)

В случае короткозамкнутых электродов не име-
ет значения, сплошные электроды или разрезные, 
так как в этом случае электрический потенциал 
на электродах равен нулю. Формулы (28)–(30) для 
искомых величин сохраняют силу. Собственные ча-
стоты найдены выше (табл. 1). 

На рис. 2 представлено схематическое изобра-
жение слоистой балки с разрезными электродами. 

Предположим, что длина каждого разрезного 
электрода не больше толщины балки. Каждый элек-
трод разрезан на m электродов одинаковой длины. 
Длина каждой пары разрезных электродов будет  
li = l/m, li/l < h. В этом случае для каждой пары элек-
тродов (для каждого i-го отрезка балки, покрытого 
сплошными электродами) формула для Qi запишет-
ся в виде (33): 
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В формуле отношение 
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представляет собой приращение первой произво-
дной w, деленное на приращение аргумента х.

Перейдем от отношения приращения первых 
производных от прогибов к приращению аргумента 
li к дифференциальной записи, получим:
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  (36)

Учитывая формулу (36), соотношения упруго-
сти для изгибающих моментов запишем следую-
щим образом:
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Перейдем от размерных величин к безразмер-
ным в уравнениях (32), (37) по формулам:

     

2 2
1 *

* * *2

2 4
4 4 4 1
1 1

ξ , , κ κ , ,
ξ

, ,

2 ρωλ , λ λ , ,

x d ww lw l N N
l l Md

G G Z Z

Mh l a a
aM M

� � � � �

� � � �

 (38)

где 

� �
� �

� �
� �

2 23 33
2 31111

2 3 3
11 31 1

2 32 1 .
3 3 41E

h kh hh hh EM
s k h h

� ���
� �� � � �
� �� �� �

Формула 

                                       
4 4

1λ λa�  (39)

связывает безразмерный частотный параметр балки 
с разомкнутыми электродами λ1 с соответствующим 
безразмерным частотным параметром балки с ко-
роткозамкнутыми электродами λ.

Разрешающее уравнение относительно безраз-
мерного прогиба принимает вид:

4 2 4
4 4*
1 * * 14

2 ρωλ 0, λ .
ξ

d w h lw Z
aMd

� � � � �

Рис. 2. Схематическое изображение структуры слоистой балки c разрезными электродами
Fig. 2. Schematic representation of the structure of a layered beam with split electrodes
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Формулы для искомых безразмерных величин:

  

* 1 1 2 1

3 1 4 1 *4
1

2
* 1 1 1 2 1 3 1 4 1

3
* 1 1 1 2 1 3 1 4 1

λ ξ λ ξ
1 сosλ ξ sin λ ξ ,
λ

λ ( λ ξ λ ξ сosλ ξ sin λ ξ),
λ ( λ ξ λ ξ sin λ ξ cos λ ξ).

w с сh с sh

с с Z

G с сh с sh с с
N с sh с ch с с

� � �

� � �

� � � �

� � � �

 (40)

Удовлетворяя краевым условиям консольной 
балки, найдем неизвестные постоянные с1, с2, с3, с4: 

3 1 * 4 24
1

*
1 1 1 1 14

1

*
2 1 1 1 14

1

1 1

1 , ,
λ

( λ λ λ sin λ 1),
2λ δ

( λ sin λ λ cos λ ),
2λ δ

δ λ cos λ 1.

c c Z c c

Zс ch сos sh

Zс ch sh

ch

� � � � �

� � � �

� �

� �

Табл. 2. Значения безразмерного частотного параметра 
при резонансах балки с разрезными электродами 
и эффективность гашения колебаний для первых пяти 
резонансных частот

Table 2. Values of the dimensionless frequency parameter at 
resonances of a beam with split electrodes and the efficiency 
of vibration damping for the first five resonant frequencies

n 1 2 3 4 5

λ(sh) 1,8750 4,6940 7,8547 10,9954 14,1371

λ(d) 1,9125 4,7878 8,0117 11,2152 14,4197

f 0,0404 0,0404 0,0404 0,0404 0,0404

Сравнивая табл. 1 и 2, заметим, что в случае 
разрезных электродов эффективность выше, чем 
для сплошных электродов, и она постоянная для 
всех частот.

На рис. 3 кривые красного цвета изображают 
величины w*, G*, N* для балки с короткозамкнуты-
ми электродами, кривые синего цвета — те же ве-
личины для балки с разомкнутыми электродами. 
В расчете использовалась частота, которая на 0,5 % 
меньше первой резонансной частоты с короткозам-
кнутыми электродами. Расчет подтверждает эффек-
тивность предлагаемого нового метода.

Пьезокерамика с продольной поляризацией 
Рассмотрим балку с пьезоэлектрическими сло-

ями с продольной предварительной поляризацией 
вдоль оси балки. Схема строения балки представле-
на на рис. 4. Стрелками на рис. 4 показано направле-
ние предварительной поляризации пьезокерамики. 
Пьезокерамика такой структуры широко использу-
ется в электронике, робототехнике, измерительных 
приборах и т.д., поскольку обладает большим коэф-
фициентом электромеханической связи. 

a

b

c

Рис. 3. Зависимость безразмерных искомых величин 
от продольной безразмерной координаты ξ вблизи 
первой резонансной частоты:  а — безразмерный прогиб 
w*; b — безразмерный изгибающий момент G*;  
c — безразмерная поперечная сила N*

Fig. 3. Dependence of the dimensionless sought quantities 
on the longitudinal dimensionless coordinate ξ near the first 
resonant frequency: a — dimensionless deflection w*; b — 
dimensionless bending moment G*; c — dimensionless 
transverse force N*
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На рис. 4 изображена составная пьезокерами-
ка с продольной поляризацией. Предположим, что 
длина каждого участка пьезокерамики не больше 
толщины балки. Электроды покрывают края каждо-
го отрезка пьезоэлектрического слоя. 

Основные соотношения для пьезоэлектрических 
слоев с продольной поляризацией имеют вид [2]:

                      

( 2) ( 2) ( 2)33
11 1 1

33 33

1σ ;E E

d
e E

s s
� � �� �

 
(41)

                     

( 2) ( 2) ( 2)
1 33 1 33 11

( 2) ( 2)
( 2)1
1

1 1

ε σ ;
φ0,  ,

TD E d
dD dE

dx dx

� � �

� �
�

� �

� � �
 (42)

где E1 и D1 — компоненты вектора электрического 
поля и вектора электрической индукции в направ-
лении x1; 33

Es  — упругая податливость при нулевом 
электрическом поле; d33 — пьезоэлектрическая про-
ницаемость; 33εT  — диэлектрическая проницаемость 
при нулевых напряжениях. Используемые обозна-
чения те же, что и в работе [19].

Уравнения движения и уравнения для упругого 
среднего слоя балки (1), (3) сохраняют силу.

Будем использовать два типа электрических 
условий на электродах — на короткозамкнутых 
электродах электрический потенциал равен нулю, 
на разомкнутых электродах интеграл по поверхно-
сти электрода от компоненты D1 вектора электриче-
ской индукции равен нулю:

1

1 1, 1 1,
1

1 3 1 30, 0.
i i

hh

x x x x
h h

D dx D dx
�

� �
�

� �� �
В результате простых преобразований, аналогич-

ных проделанным выше, получим следующие уравне-
ния для балки с короткозамкнутыми электродами:

� �
� �
� �

� �
� �

2
2

2
1 1 1

3 3

2 23 33
2 33111

2 2 3 3
33 33 1

2 ρω ,  ,  κ, κ ,

,

2 32 1 .
3 3 41E

dN dG d wZ h w N G M
dx dx dx
Z q q

h kh hh hh EM
s k h h

� �

� � � � �

� � �

� ���
� �� � � �
� �� �� �

 
(43)

Введем безразмерные искомые значения:

             

2
1 *

* * 2

2 3

* * *
2 2 2

ξ , , κ κ ,
ξ

, , .

x d www l
l l d
l l lN N G G Z Z
M M M

� � � �

� � �

 (44)

С учетом формул (44) система уравнений (43) 
перепишется в виде (V = 0, Q = 0):

                 

4* *
* * *

2
*

* * * 2

λ 0, ,
ξ ξ

κ , κ .
ξ

dN dGZ w N
d d

d wG
d

� � � �

� �

 (45)

Разрешающее уравнение для задачи изгиба за-
писывается, как:

                           

4
4*
2 * *4

2 4
4
2

2

λ 0,
ξ

2 ρωλ .

d w w Z
d

h l
M

� � �

� �
 (46)

Найдем решение уравнения (46):

                    

* 1 2 2 2

3 2 4 2 *4
2

λ ξ λ ξ
1 сosλ ξ sin λ ξ ;
λ

w с сh с sh

с с Z

� � �

� � �
 (47)

                      

2
* 2 1 2 2 2

3 2 4 2
3

* 2 1 2 2 2

3 2 4 2

λ ( λ ξ λ ξ
 cos λ ξ sin λ ξ);

λ ( λ ξ λ ξ
 sin λ ξ cos λ ξ).

G с сh с sh
с с

N с sh с ch
с с

� � �
� �

� � �
� �

 (48)

Произвольные постоянные интегрирования с1 
и с2 определяются из условий на концах балки:

                       

*
* ξ 0

1 ξ 0

* *ξ 1 ξ 1

0, 0,
ξ

0, 0.

dww
d

G N

�
�

� �

� �

� �
 (49)

Найдем произвольные постоянные интегриро-
вания c1, c2, c3, c4:

Рис. 4. Схематическое строение слоистой балки с пьезоэлектрическими слоями с продольной поляризацией 
пьезоэлектрических слоев
Fig. 4. Schematic structure of a layered beam with piezoelectric layers with longitudinal polarization of the piezoelectric layers
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 (50)

Безразмерные собственные частотные параме-
тры балки с короткозамкнутыми электродами нахо-
дятся из уравнения (50). 

Разомкнутые электроды
В этом случае при продольной поляризации 

каждый пьезоэлектрический слой состоит из отдель-
ных участков длиной l/m. Длина участка li должна 
быть малой величиной порядка толщины балки, а его 
края покрыты электродами. 

Соотношения упругости для изгибающих мо-
ментов запишем следующим образом:

� �
� �
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� �
� �

3 33
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3 3 2
33 33
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h hh EG M M
s k

h k hh h h h k
s kh h
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� �
� � ��� �

 (51)

Остальные уравнения теории изгиба слоистой 
балки не меняются.

Рассмотрим случай, когда на балку действует 
только постоянная нагрузка Z*.

Введем безразмерные искомые значения. Перей- 
дем от размерных величин к безразмерным в урав-
нениях (32), (51) по формулам:
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* * *
2 2 2
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 (52)

где

� �
� �
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2 23 33
2 33111

2 2 3 3
33 33 1
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3 3 41E

h kh hh hh EM
s k h h
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Формула

                                     
4 4
2 3λ λb�  (53)

связывает безразмерный частотный параметр балки 
с разомкнутыми электродами λ1 с соответствующим 
безразмерным частотным параметром балки с ко-
роткозамкнутыми электродами λ.

Разрешающее уравнение относительно безраз-
мерного прогиба принимает вид:

4 2 4
4 4*
3 * * 34 4

2

2 ρωλ 0, λ .
ξ

d w h lw Z
d b M
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Формулы для искомых безразмерных величин:
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3 1 4 1 *4
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2
* 1 1 1 2 1 3 1 4 1

3
* 1 1 1 2 1 3 1 4 1

λ ξ λ ξ
1 cos λ ξ sin λ ξ ;
λ

λ ( λ ξ λ ξ λ ξ sin λ ξ);
λ ( λ ξ λ ξ sin λ ξ cos λ ξ).

w с сh с sh

с с Z

G с сh с sh с сos с
N с sh с ch с с
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 (54)

Удовлетворяя краевым условиям консольной 
балки, найдем неизвестные постоянные с1, с2, с3, с4: 

            

3 1 * 4 24
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*
1 1 1 1 14

1

*
2 1 1 1 14
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1 1

1 , ;
λ

( λ cos λ λ sin λ 1);
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 (55)

Табл. 3. Значения безразмерного частотного параметра 
для балки с продольной поляризацией при резонансах 
балки с электродами и эффективность гашения 
колебаний для первых пяти резонансных частот
Table 3. Values of the dimensionless frequency parameter 
for a beam with longitudinal pre-polarization at resonances 
of a beam with electrodes and the efficiency of vibration 
damping for the first five resonant frequencies

n 1 2 3 4 5
λ(sh) 1,8750 4,6940 7,8547 10,9954 14,1371
λ(d) 2,0625 5,1634 8,6402 12,0949 15,5508
f 0,2100 0,2100 0,2100 0,2100 0,2100

На рис. 5, 6 кривые красного цвета изображают 
величины w*, G*, N* для балки с короткозамкнутыми 
электродами, кривые синего цвета — те же величины 
для балки с разомкнутыми электродами. Рис. 5 по-
строен для частоты, которая на 0,5 % меньше первой 
резонансной частоты с короткозамкнутыми электро-
дами. Рис. 6 построен для частоты, которая на 0,5 % 
меньше второй резонансной частоты с короткозам-
кнутыми электродами. В случае продольной поля-
ризации эффективность существенно выше, чем при 
толщинной поляризации (см. табл. 2, 3). 

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

Проведенные исследования показали, что эф-
фективность гашения колебаний существенно за-
висит от направления поляризации пьезокерамики 
и от количества и расположения ее электродов.

В случае использования пьезокерамики с пред-
варительной поляризацией по толщине балки, лице-
вые поверхности слоев которой покрыты сплошны-
ми электродами (табл. 1), эффективность гашения 
невелика.
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Более эффективным является использова-
ние разрезных электродов. Причем их количество 
должно быть достаточно велико, чтобы с принятой 
в теории балок точностью можно было заменить 
кусочно непрерывную функцию электрического 
потенциала от переменной x1 непрерывной функци-
ей, т.е. выполнить переход от конечных разностей 
к дифференциалам.

Рассмотрены пьезоэлектрические слои с тол-
щинной и с продольной поляризацией.

Показано, что наличие большого количества 
электродов позволяет гасить амплитуду колебаний 
с одинаковой эффективностью на всех резонансных 
частотах (табл. 2, 3). Отметим, что при использо-
вании пьезокерамики с продольной поляризацией 

эффективность гашения колебаний существенно 
больше, чем при использовании пьезокерамики 
с толщинной поляризацией. 

Новый предложенный способ не имеет анало-
гов, так как в отличие от других способов, которые 
уменьшают амплитуды колебаний на резонансах, 
предлагаемый метод предлагает уйти от резонансов. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ОБСУЖДЕНИЕ

Проведено исследование принципиально но-
вого способа пассивного гашения колебаний кон-
струкции в окрестности ее резонансных частот. 
Предлагаемый способ основан на использовании 
пьезоэлектрического материала, обладающего 

a b c

Рис. 5. Зависимость безразмерных искомых величин от продольной безразмерной координаты ξ вблизи первой 
резонансной частоты: а — безразмерный прогиб w*; b — безразмерный изгибающий момент G*; c — безразмерная 
поперечная сила N*

Fig. 5. Dependence of the dimensionless sought quantities on the longitudinal dimensionless coordinate ξ near the first 
resonant frequency: a — dimensionless deflection w*; b — dimensionless bending moment G*; c — dimensionless transverse 
force N*

a b c

Рис. 6. Зависимость безразмерных искомых величин от продольной безразмерной координаты ξ вблизи второй 
резонансной частоты: а — безразмерный прогиб w*; b — безразмерный изгибающий момент G*; c — безразмерная 
поперечная сила N*

Fig. 6. Dependence of the dimensionless sought quantities on the longitudinal dimensionless coordinate ξ near the second 
resonant frequency: a — dimensionless deflection w*; b — dimensionless bending moment G*; c — dimensionless shear 
force N*
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сильным пьезоэлектрическим эффектом. Идея за-
ключается в изменении электрических условий 
на электродах пьезоэлементов. При изменении 
электрических условий меняется связанная элек-
троупругая краевая задача и ее спектр собственных 
частот. Исследования показали, что в уравнениях 
краевой задачи при изменении электрических кра-
евых условий меняются уравнения состояния. Так, 
в рассмотренном выше численном примере для 
пьезоэлектрических слоев с разрезными электрода-
ми с толщинной поляризацией отношение M1/M = 
= 1,158, с продольной поляризацией отношение  
M3/M2 = 2,279 (где М, М2 — изгибная жесткость балки 
при короткозамкнутых электродах, М1, М3 — изгиб-
ная жесткость балки при разомкнутых электродах). 
Таким образом, изгибная жесткость композитной 
балки с пьезоэлектрическими слоями с толщин-
ной поляризацией увеличивается на 15,8 %, для 

балки с продольной поляризацией увеличивается  
на 127,9 %. 

Эффективность пассивного гашения колеба-
ний той же балки на резонансных частотах при тол-
щинной поляризации равна 0,0404, для балки с про-
дольной поляризацией — 0,21. 

Проведенное исследование убедительно дока-
зывает преимущество использования пьезоэлектри-
ческих элементов с продольной поляризацией.

Отметим простоту пассивного гашения вибра-
ций на резонансах с применением пьезоэффекта, 
безинерционность работы гашения вибраций, оди-
наковую эффективность гашения на всех резонанс-
ных частотах, а также стабильность свойств пье-
зоэлектрического материала гасителя в широком 
температурном и временном диапазоне и его низ-
кую стоимость.
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