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АННОТАЦИЯ 
Введение. В настоящее время в зданиях в качестве несущих элементов применяются в том числе круглые пласти-
ны переменной толщины, что вызывает необходимость в их диагностике и оценке качества. Профессор В.И. Коробко 
выявил взаимосвязь между частотами собственных поперечных колебаний w и максимальными прогибами W0 от 
равномерно распределенной нагрузки для изотропных пластинок постоянной толщины при однородном опирании 
по контуру. Цель исследования — установить взаимосвязь между максимальным прогибом и частотой собственных 
поперечных колебаний для пластин переменной по закону квадратной параболы толщины при утолщении к опоре. 
Материалы и методы. Расчетная конструкция  — стальная круглая изотропная пластина переменной по закону 
квадратной параболы толщины при утолщении к опоре. Исследования проводились методом конечных элементов, 
опирание по контуру — шарнирное и жесткое защемление.
Результаты. Определены максимальные прогибы и частоты собственных колебаний круглой изотропной пластинки 
при различном соотношении толщины пластины на опоре t1 к толщине в центре t2. Рассмотрена взаимосвязь макси-
мальных прогибов равномерно распределенной нагрузки W0 и основной частоты собственных колебаний w круглой 
пластины. Построены графики зависимости максимальных прогибов и частот собственных поперечных колебаний 
пластины от соотношения t1/t2. 
Выводы. Установлено, что коэффициент K подчиняется в пределах 5 % зависимости профессора В.И. Коробко 
только при соотношении толщины на опоре к толщине в центре t1/t2 = 55/50 < 1,1 для обеих схем опирания. При 
соотношении толщин t1/t2 = 100/50 = 2 расхождение коэффициента K с аналитическим составляет около 30 % для 
шарнирного опирания до 43,8 % при жестком опирании по контуру. Все значения коэффициента K для круглых изо-
тропных пластин переменной по закону квадратной параболы толщины при утолщении на опоре дают завышенные 
значения коэффициента K по сравнению с теоретическими значениями для шарнирного и жесткого опирания.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: круглая пластина, толщина пластины, шарнирное опирание, жесткое опирание, равномерно рас-
пределенная нагрузка, сосредоточенные массы, частота собственных поперечных колебаний, максимальный прогиб
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Investigation of deflections and natural vibration frequencies  
of circular isotropic plates of variable thickness according  

to the law of square parabola with thickening to the support
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ABSTRACT
Introduction. At the present time, round plates of variable thickness are used as load-bearing elements in buildings, which 
causes the necessity of their diagnostics and quality assessment. Such structures can be used as roofs of vertical cylindrical 
tanks, round silos and bunkers, hatches in the ceilings of buildings and structures. Professor V.I. Korobko revealed  
the relationship between the frequencies of their own transverse vibrations w and maximum deflections W0 from uniformly 
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distributed load for isotropic plates of constant thickness at homogeneous support along the contour. The aim of the study is 
to establish the relationship between the maximum deflection and the frequency of their own transverse vibrations for plates 
of variable thickness according to the law of square parabola with thickening to the support. Based on the theoretical data 
obtained, it is possible to diagnose defects (change in the design scheme, destruction, reduction in the thickness of the plate 
as a result of corrosion, etc.) based on the results of comparison and analysis of theoretical and experimentally measured 
natural vibration frequencies and (or) maximum deflections in the center of the plate.
Materials and methods. The design structure is a steel round isotropic plate of variable thickness according to the law of 
square parabola with thickening to the support. The studies were carried out by the finite element method, hinged and rigid 
pinching.
Results. Maximum deflections and frequencies of natural vibrations of a circular isotropic plate with different ratio of  
the plate thickness on the support t1 to the thickness in the center t2 were determined. The relationship between the maximum 
deflections of uniformly distributed load W0 and the fundamental frequency of natural vibrations ω of the circular plate is 
considered. Based on the results of the study, graphs of dependence of maximum deflections and frequencies of natural 
transverse vibrations of the plate on the ratio t1/t2 are plotted.
Conclusions. As a result of numerical studies, the maximum deflections and the main vibration frequencies for circular 
isotropic plates of variable thickness according to the square parabola law with thickening to the support were determined. 
It was established that the K coefficient obeys within 5 % of the dependence of Professor V.I. Korobko only when the ratio of 
the thickness on the support to the thickness in the center t1/t2 = 55/50 < 1.1 for both support schemes. This is explained by 
the fact that the dependence (1) is derived for isotropic plates of constant thickness and the distribution of mass unevenly 
over the entire area of the plate leads to a significant error already at the stage of small difference between the thicknesses 
to the support and in the center. With the thickness ratio t1/t2 = 100/50 = 2, the discrepancy between the K coefficient and 
the analytical one is about 30 % for hinged support and 43.8 % for rigid support along the contour. This means a more 
significant influence of the uneven mass distribution for such homogeneous boundary conditions. It is also revealed that all 
values of the K coefficient for circular isotropic plates of variable thickness according to the law of the square parabola with 
thickening to the support give overestimated values of the K coefficient in comparison with theoretical values for hinged and 
rigid support.

KEYWORDS: round plate, plate thickness, hinged support, rigid support, uniformly distributed load, concentrated masses, 
transverse natural frequency, maximum deflection
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ВВЕДЕНИЕ

Пластины достаточно широко применяются 
в строительстве, а также в таких областях маши-
ностроения, как судостроение, станкостроение 
авиационная отрасль и  т.п. Пластины работают 
на различные виды нагрузок — статические и ди-
намические, а условия закрепления по внешнему 
контуру могут быть различные, в том числе и неод-
нородные. В связи с этим возникает необходимость 
в их диагностике и оценке качества.

Профессор В.И. Коробко установил взаи-
мосвязь между частотами собственных попереч-
ных колебаний w и максимальными прогибами W0 
от равномерно распределенной нагрузки для изо-
тропных пластинок постоянной толщины при одно-
родном опирании по контуру [1], согласно которой 
вне зависимости от граничных условий пластины 
по контуру произведение квадрата основной часто-
ты колебаний в ненагруженном состоянии w на мак-
симальный прогиб W0 от действия равномерно рас-
пределенной нагрузки q с точностью до множителя 
q/m является постоянной величиной:

W K q
m0

2
ω , (1)

где m — масса пластины, равномерно распределен-
ная по ее площади. 

Оценке жесткости изотропных пластин при ста-
тических и динамических нагрузках посвящено боль-

шое количество работ ученых [1–3]. Взаимосвязь 
максимальных прогибов и частот собственных попе-
речных колебаний составных и сплошных пластинок 
изучали В.И. Коробко и О.В. Бояркина (Калашнико-
ва) [4–6], А.В. Турков, К.А. Жупикова (Иванушки-
на) [7], К.В. Марфин [8], Н.С. Абашина [9], K. Pisačić 
и соавт. [10] и др. Вопросы устойчивости пластин 
рассматривали И.Р. Садигов [11], Р.В. Гольдштейн 
и  соавт.  [12]. Динамическими расчетами пластин 
в последнее время занимались И.А. Судакова и соавт. 
[13], Дж.Г. Агаларов и Г.А. Мамедова [14], расчета-
ми пластин в нелинейной постановке — Р.Ф. Габба-
сов, Н.Б. Уварова [15, 16], исследованиями пластин 
численными методами — П.А. Акимов и соавт. [17],  
B. Kövesdi [18], V. Nadolski и соавт. [19] и другие ав-
торы [20]. Чтобы подтвердить закономерность (1) для 
пластин переменной толщины по закону квадратной 
параболы с утолщением на опоре были проведены 
их численные исследования при различном соот-
ношении толщины на опоре t1 к толщине пластины 
в центре t2, при этом t1 ≥ t2.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

Расчетная конструкция — круглая изотропная 
пластина переменной толщины по закону квадрат-
ной параболы с утолщением на опоре (рис. 1). 

Толщина пластины описывается выражением:

t k R x5 2( ) , см. (2)
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Коэффициент k в выражении (2) вычисляется 
для каждой расчетной толщины на опоре пластины 
t1, значения приведены в табл. 1.

Цель исследования — установить взаимосвязь 
между максимальным прогибом и частотой соб-
ственных поперечных колебаний для пластин пере-
менной по закону квадратной параболы толщины 
при утолщении на опоре.

Задачи исследования:
1.	Разработать для расчетной пластины пере-

менной толщины конечно-элементную схему.
2.	Вычислить максимальные прогибы в цен-

тре пластины при действии равномерно распреде-
ленной по поверхности конструкции нагрузки при 
различном соотношении t1/t2 и различных краевых 
условиях.

3.	Определить круговые частоты собственных 
поперечных колебаний пластин при различном со-
отношении t1/t2 и различных краевых условиях.

4.	Провести анализ полученных результатов.
Исследования пластин выполнялись методом 

конечных элементов. Расчетные схемы пластинок 
переменной толщины приведены на рис.  2. При 
расчете пластин принимались следующие схемы — 
шарнирное опирание (рис. 2, a) и жесткое защемле-
ние по контуру (рис. 2, b).

Пластина диаметром 6 м разбита на 240 конеч-
ных элементов — 24 элемента в кольцевом направле-
нии и 10 элементов в радиальном (рис. 1). Толщина 
пластины в центре принималась постоянной 0,05 м, 
толщина на опоре являлась переменным параметром 
и изменялась от 0,05 м (пластина постоянной тол-
щины) до 0,10 м с шагом 0,005 м. Пластина из стали 
обычного качества, объемный вес стали принимал-
ся по нормам 78,5 кН/м3. Модуль упругости стали 
также взят по нормам СП 16.13330.2017 «Стальные 
конструкции» Е = 2,06 ∙ 105 МПа. Все расчеты прово-
дились в предположении упругой работы стали.

Равномерно распределенная нагрузка на пла-
стину принималась равной q = 1 кН/м2. При опре-
делении собственных частот колебаний в узлы 
пластины прикладывались сосредоточенные массы 
от собственного веса пластины, которые вычисля-
лись согласно грузовой площади соответствующих 

Табл. 1. Коэффициенты k для определения толщины пластины по формуле (2)
Table 1. Coefficients k for determining the thickness of the plate by the formula (2)

k ∙ 10–5

Коэффициент k в выражении (2) при толщине пластины t2 на опоре, мм
Coefficient k in terms of (2) at plate thickness t2 on the support, mm

50 55 60 65 70 75 80 85 90 95 100

0 0,556 1,11 1,67 2,22 2,78 3,33 3,889 4,444 5,00 5,555

a

b

D

t
1 ti t

2

x
R

5
0

Рис. 1. Круглая пластинка переменной по закону квадрат-
ной параболы толщины при утолщении к опоре: a — ко-
нечно-элементная схема; b — толщина пластины
Fig. 1. Circular plate of variable thickness by the law of square 
parabola with thickening to the support: a — finite element 
scheme; b — plate thickness

Рис. 2. Расчетные схемы пластин: a — с шарнирным опи-
ранием по контуру; b — с защемлением по контуру
Fig. 2. Calculation schemes of plates: a — with hinge support 
along the contour; b — with pinching along the contour

a

b

q = 1 кН/м2 / kN/m2

q = 1 кН/м2 / kN/m2

D = 6 м / m

D = 6 м / m
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узлов. Опирание конструкции осуществлялось 
в контурных узлах пластин. Установление прогибов 
и частот колебаний выполнялось в программном 
комплексе SCAD [17]. 

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ 

Результаты численных исследований пла-
стинки приведены в табл. 2, 3. По данным табл. 2 
и 3 построены графики изменения частот колебаний 
(рис. 3), максимальных прогибов (рис. 4) в исследу-
емых пластинах и отклонения Δ, %, коэффициента 
пропорциональности K (рис. 5). Отклонение факти-
ческого значения коэффициента K от теоретическо-
го Kтеор определялось по формуле:

теор

теор

Δ 100 %.
�

� �
K K
K (3)

ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ОБСУЖДЕНИЕ

В результате численных исследований определе-
ны максимальные прогибы и основные частоты коле-
баний для круглых изотропных пластин переменной 
по закону квадратной параболы толщины при утол-
щении на опоре. Как показали исследования, коэф-
фициент K подчиняется в пределах 5 % зависимости 
профессора В.И. Коробко только при соотношении 
толщины на опоре к толщине в центре t1/t2 = 55/50 < 1,1  

для обеих схем опирания. Это объясняется тем, что 
зависимость (1) выведена для изотропных пластин 
постоянной толщины и распределение массы нерав-
номерно по всей площади пластины приводит к су-
щественной погрешности уже на стадии небольшой 
разницы между толщинами на опоре и в центре. При 
соотношении толщин t1/t2 = 100/50 = 2 расхождение ко-
эффициента K с аналитическим составляет около 30 % 
при шарнирном опирании и до 43,8 % при жестком 
опирании по контуру, что свидетельствует о значи-
тельно большем влиянии неравномерного распреде-

Табл. 2. Результаты численных исследований круглой пластины с переменной по закону квадратной параболы толщи-
ны при утолщении на опоре при шарнирном опирании
Table 2. Results of numerical studies of a circular plate with thickness variable according to the law of square parabola with 
thickening to the support with hinged support
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50 50 42,52237 21,8409 1,581

1,579

–0,11

55 50 44,11425 19,9741 1,633 –3,44

60 50 45,70629 18,3175 1,685 –6,69
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Рис. 3. Изменение частот собственных колебаний в зави-
симости от соотношения толщины пластины t1 на опоре 
к толщине t2 в центре 
Fig. 3. Variation of natural oscillation frequencies depending 
on the ratio of the thickness of the plate t1 on the support to 
the thickness t2 in the center
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ления массы пластины для таких граничных условий. 
Выявлено также, что все значения коэффициента K 
для круглых изотропных пластин переменной по за-
кону квадратной параболы толщины при утолщении 
на опоре дают завышенные значения в сравнении с те-
оретическими значениями для обеих схем опирания.

Полученные результаты актуальны в части воз-
можности диагностики дефектов, характерных для 
стальных конструкций, таких как снижение жесткости 
и несущей способности вследствие коррозии, особен-
но при затруднении или невозможности обследования 
конструкций, скрытых дефектов в виде трещин, в том 

числе в сварных швах, изменения условий опирания 
конструкции из-за коррозии металла в опорных узлах. 
Применение динамических методов натурных испы-
таний позволит существенно упростить и удешевить 
получение экспериментальных данных о таких кон-
струкциях. Подобные исследования пластин перемен-
ной толщины по закону обратной параболы, в которых 
рассматривается взаимосвязь максимальных прогибов 
от равномерно распределенной нагрузки и собствен-
ных частот поперечных колебаний, являются ориги-
нальными, а результаты численных исследований по-
лучены впервые.

Рис. 4. Изменение прогибов от статической нагрузки в за-
висимости от соотношения толщины пластины t1 на опоре 
к толщине t2 в центре
Fig. 4. Variation of deflections from static load depending 
on the ratio of the thickness of the plate t1 on the support to 
the thickness t2 in the center
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Рис. 5. Изменение отклонения Δ коэффициента K в зави-
симости от соотношения толщины пластины t1 на опоре 
к толщине t2 в центре
Fig. 5. Variation of the deviation Δ of the coefficient K de-
pending on the ratio of the thickness of the plate t1 on the sup-
port to the thickness t2 in the center
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Табл. 3. Результаты численных исследований круглой пластины с переменной по закону квадратной параболы толщи-
ны при утолщении на опоре при защемлении по контуру
Table 3. Results of numerical studies of a circular plate with thickness variable according to the square parabola law with 
thickening to the support when pinching along the contour
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