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АННОТАЦИЯ 
Введение. Предложена модификация теории составных стержней (ТСС) А.Р. Ржаницына. Она является одним из наи-
более  распространенных методов  расчета многослойных  строительных  конструкций.  Напряженно-деформирован-
ное состояние многослойных составных балок устанавливается функциями прогибов, изгибающих моментов и усилий 
в непрерывно распределенных межслойных связях, препятствующих взаимному сдвигу слоев. Усилия в связях сдвига 
определяются из решения системы n обыкновенных дифференциальных уравнений второго порядка, где n — количе-
ство межслойных швов. Предложенная методика строится на гипотезе функциональной зависимости между сдвигающи-
ми усилиями в швах балки. Данное предположение позволяет свести задачу определения функций сдвигающих усилий 
к решению одного обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка. Таким образом, число совместно ре-
шаемых дифференциальных уравнений, описывающих задачу, сокращается с n + 2 до трех при любом количестве слоев.
Материалы и методы. Для решения  системы дифференциальных  уравнений  как  в  постановке Ржаницына,  так 
и в упрощенной постановке, привлекаются разностные уравнения метода последовательных аппроксимаций.
Результаты. Получены  результаты  расчета  шестислойной  балки  с  использованием  трех моделей:  в  постановке 
А.Р. Ржаницына, с привлечением упрощенной методики Р.Ф. Габбасова и В.В. Филатова, в постановке авторов ста-
тьи. Выполнено сравнение результатов расчета по упрощенным методикам с ТСС. Исследовано влияние различных 
параметров (геометрических и механических характеристик слоев, жесткости швов на сдвиг) на работу упрощен-
ных моделей. Построены эпюры максимальных продольных и касательных напряжений для разных вариантов ком-
поновки поперечного сечения составной балки.
Выводы. Представлены рекомендации и описаны ограничения по возможностям применения предлагаемой ме-
тодики расчета многослойных балок на действие статических нагрузок. Методика может быть рекомендована к ис-
пользованию в практике проектных организаций и в учебном процессе профильных учебных заведений высшего 
образования.
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ABSTRACT
Introduction. A modification of the theory of composite rods (TCR) by A.R. Rzhanitsyn is proposed. It is one of the most 
common methods  for calculating multilayer building structures. The stress-strain state of multilayer composite beams  is 
determined by the functions of deflections, bending moments and forces in continuously distributed interlayer connections 
that prevent mutual shear of the layers. The forces in the shear connections are determined by solving a system of n ordi-
nary differential equations of the second order, where n is the number of interlayer seams. The proposed method is based 
on the hypothesis of a functional relationship between the shear forces in the beam seams. This assumption allows us to 
reduce the problem of determining the functions of shear forces to solving one ordinary differential equation of the second 
order. Thus, the number of simultaneously solved differential equations describing the problem is reduced from n + 2 to three 
for any number of layers.
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Materials and methods. To solve the system of differential equations, both in Rzhanitsyn’s formulation and in a simplified 
formulation, difference equations of the method of successive approximations (MSA) are used.
Results. The results of calculation of a six-layer beam using three models are obtained: in the formulation of A.R. Rzhanitsyn, 
with the involvement of the simplified method of R.F. Gabbasov and V.V. Filatov, in the formulation of the authors of the paper. 
The  results of calculation by simplified methods with TCR are compared. The  influence of various parameters  (geometric 
and mechanical  characteristics  of  layers,  shear  stiffness  of  seams)  on  the operation  of  simplified models  is  studied. Dia-
grams of maximum longitudinal and tangential stresses are constructed for different options for the layout of the cross section 
of a composite beam
Conclusions. Recommendations are presented and limitations on the possibilities of using the proposed calculation meth-
od for multilayer beams under static loads are described. The method can be recommended for use in the practice of design 
organizations and in the educational process of specialized higher education institutions.
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ВВЕДЕНИЕ 

Теория составных стержней и пластин, предло-
женная Алексеем Руфовичем Ржаницыным [1] в се-
редине XX в., и сегодня находит широкое примене-
ние при проектировании строительных конструкций. 

Начнем наш краткий обзор с трудов, ставших 
настольными книгами многих поколений инжене-
ров-конструкторов и посвященных использованию 
теории составных стержней (ТСС) к расчету много-
этажных каркасных зданий и сооружений [2–4]. Мо-
делирование работы диафрагм жесткости в составе 
каркаса здания с учетом ослабления диафрагм про-
емами реализовано в исследованиях [5–7]. Рассмо-
трен расчет металлических перфорированных балок 
с вырезами различной формы [8–11]. Предложе-
на модифицированная зависимость А.Р. Ржаницына, 
позволяющая с инженерной точностью определять 
напряжения в крайних волокнах перфорированных 
балок [8]. На основе сравнения с эксперименталь-
ными данными и численным решением по МКЭ 
продемонстрирована эффективность полученного 
на базе ТСС аналитического решения для опреде-
ления перемещений шарнирно опертых перфориро-
ванных балок с разной формой вырезов при разных 
видах нагружения [11]. Изучена совместная работа 
сквозных моностальных и бистальных балок с же-
лезобетонной плитой проезжей части моста [12, 13]. 
Похожая задача по расчету пролетной конструк-
ции моста из дощато-брусчато-нагельно-гвоздевых 
блоков и включенной в совместную работу с ними 
железобетонной плиты проезжей части приведена 
в публикации [14]. Продемонстрирована методика 
расчета четырехслойных мостовых прогонов, состо-
ящих из окантованных бревен [13, 15]. Предложено 
применение ТСС к расчету многослойной клееной 
деревоплиты [16]. Вопросы проектирования плитно-
ребристых панелей с обшивкой из фанеры рассмотре-
ны в статье [17]. Определению сдвиговой жесткости 
соединительных стальных элементов при проек- 

тировании многослойных деревянных балок с при-
влечением теории А.Р. Ржаницына посвящены иссле- 
дования [18, 19]. 

Применяется теория составных стержней и при ра- 
счете железобетонных конструкций. Это могут быть 
конструкции со слоями, механические характеристики 
которых отличаются друг от друга [20]; конструкции 
после введения дополнительного слоя усиления [21]; 
конструкции, слоистость которых обусловлена об-
разованием трещин [22–24]; конструкции, при мо-
делировании которых учитывается многослойность 
и трещинообразование [25, 26]. Рассмотрено исполь-
зование модели составного стержня для расчета мо-
нолитных деревянных балок с учетом влияния об-
разования трещин на напряженно-деформированное 
состояние [27]. Показан расчет двухслойных состав-
ных балок, контактирующих с упругим основанием 
[28–30]. Предложена численная методика расчета со-
ставных балок и пластин [30, 31]. 

Среди зарубежных ученых к расчету много-
слойных балок одним из первых обратился Нью-
марк. В работе [32] приведен расчет двухслойной 
балки в линейной постановке. Построению различ-
ных аналитических моделей двухслойных стержней 
посвящены публикации [33–36]. Выполнено обоб-
щение модели Ньюмарка на работу трехслойных 
шарнирно опертых деревянных балок с одинаковы-
ми слоями [37]. Исследован трехслойный стержень, 
образованный слоями разного поперечного сечения, 
изгибаемый распределенной и сосредоточенной на-
грузками [38]. Предложены аналитические и числен-
ные модели расчета многослойных балок [39–48]. 
Проведен расчет балок в геометрически нелинейной 
постановке [49, 50]. Приведены результаты иссле-
дований модульных сэндвич панелей с оболочкой 
из полиэтилена высокой плотности [51]. Выявлена 
зависимость сдвиговой прочности слоев от способа 
штамповки изделия. Статья [52] посвящена расчету 
изгибаемых трехслойных сборных железобетонных 
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панелей при использовании различных связей между 
слоями. Произведен расчет панелей из углеродного 
волокна и стекловолокна с ребрами жесткости Z и L 
профиля на устойчивость [53]. Изучена работа дере-
вянных панелей, в которых крепление листовой об-
шивки к деревянному каркасу выполнено при помо-
щи шурупов [54]. Авторами [55] предложен способ 
соединения слоев в трехслойной композитной пане-
ли, позволяющий значительно повысить сопротивле-
ние взаимному сдвигу внутреннего и внешних слоев.

В подавляющем большинстве исследований рас-
сматривается модель двух- или трехслойного стерж-
ня. При большем количестве слоев решение задачи 
усложняется. В рамках ТСС неизвестными являются 
функции усилий, возникающих в связях, непрерывно 
распределенных по длине швов составной конструк-
ции и препятствующих взаимному сдвигу слоев 
по плоскости разделяющего эти слои шва при дефор-
мировании составного стержня. Для краткости будем 
называть их сдвигающими усилиями. Они опреде-
ляются из решения системы n дифференциальных 
уравнений, где n — количество швов. 

Далее отметим работы, в которых предложены 
допущения, упрощающие расчет именно многослой-
ных конструкций. Многослойная деревоплита, опер-
тая по двум противоположным сторонам, рассматри-
вается как шарнирно опертая составная балка [16]. 
В силу симметрии поперечного сечения сдвигающие 
усилия в швах, равноудаленных от продольной оси 
балки, принимаются равными по величине. В каче-
стве примера рассмотрена четырехслойная балка, 
имеющая три продольных шва. С учетом введенных 
допущений расчет балки сведен к решению двух 
дифференциальных уравнений относительно функ-
ций сдвигающих усилий в среднем и крайнем швах.

Работы [13, 15] посвящены расчету пролет-
ных мостовых конструкций. В качестве основных 
несущих конструкций проанализированы составные 
балки из нескольких рядов окантованных бревен, 
объединенных нагельными узлами. Соединяющие 
бревна узлы расположены вдоль плоскости шва 
с определенным шагом. Это позволило отказаться 
от принятой в ТСС гипотезы о равномерно и непре-
рывно распределенных вдоль оси шва связях, пре-
пятствующих взаимному сдвигу слоев. При таком 
подходе усилия, возникающие в дискретных связях 
сдвига, можно считать сосредоточенными и опреде-
лить из решения системы линейных алгебраических 
уравнений метода сил. Количество неизвестных, 
определяющих размерность системы уравнений, 
будет равно суммарному числу соединяющих узлов 
по всем швам составной балки.

В труде [31] предложено допущение, упроща-
ющее расчет многослойных конструкций в рамках 
ТСС. Предполагается, что все слои одинаковые 
как по геометрическим, так и по механическим пара-
метрам. Для таких случаев авторы предлагают при-
нять гипотезу равенства сдвигающих усилий во всех 

швах составной балки, что позволяет свести задачу 
определения функции распределения этих усилий 
по длине шва к решению единственного дифферен-
циального уравнения.

В настоящей работе в развитие исследова-
ния [31] вводится гипотеза функциональной зависи-
мости между сдвигающими усилиями в разных швах 
составной конструкции. Это, с одной стороны, дает 
возможность отказаться от идеи равенства сдвигаю-
щих усилий во всех швах составного стержня, с дру-
гой — как и в публикации [31], позволяет свести за-
дачу определения этих усилий при любом количестве 
слоев (швов) от решения системы n дифференциаль-
ных уравнений к решению одного дифференциаль-
ного уравнения.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ 

В труде [31] предложена численная методи-
ка расчета многослойных составных балок и плит, 
базирующаяся на теории Ржаницына. Эта методи-
ка достаточно просто позволяет получать решения 
для многослойных балок при любом количестве 
слоев, произвольных краевых условий, при действии 
произвольных статических нагрузок.  Для составных 
балок система разрешающих дифференциальных 
уравнений будет состоять из n + 2 обыкновенных 
дифференциальных уравнений второго порядка. 
Приведем их ниже в безразмерном виде:
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1 1
ω ; Σ ; ;

n n

jj j j
j j

qlt c EI E I p
EI

�

� �

� � �� �
M — суммарный изгибающий момент в сечении 
составного стержня от действия внешней нагруз-
ки без учета усилий, передающихся от поперечных 
связей и связей сдвига; Ti — суммарное сдвигающее 
усилие в i-м шве, накапливаемое по длине стержня 
от его начала до рассматриваемого сечения; EiIi — из-
гибная жесткость i-й ветви; EiFi — жесткость i-й ветви 
при продольной деформации; l — длина балки; у — 
прогибы составного стержня, благодаря абсолютной 
жесткости поперечных связей одни и те же для каждой 
ветви; x — координата, отсчитываемая вдоль оси бал-
ки; ξi — коэффициент жесткости i-го шва; сi — рассто-
яния между центрами тяжести сечений двух соседних 
стержней, разделенных i-м швом; q — интенсивность 
распределенной по произвольному закону нагрузки.

Как указывалось выше, в той же работе [31] для при- 
ближенного расчета балок, состоящих из одинаковых 
слоев прямоугольного сечения и при равных коэффи-
циентах жесткости на сдвиг всех швов, принято до-
пущение о равенстве усилий во всех швах. Авторы 
указывают, что при числе слоев не более четырех при-
ближенное решение можно принять за окончательное, 
а при числе слоев более четырех — за первоначаль-
ное. Но при этом значительно упрощается вычисли-
тельный процесс. 

Рассмотрим балку, состоящую из четного числа 
прямоугольных слоев так, что один из швов совпа-
дает со срединной плоскостью составного сечения 
общей высотой H (рис. 1). Обозначение швов и сло-
ев примем как в публикации [1], i-й шов разделяет i 
и i + 1 слои. Будем полагать, что между сдвигающи-
ми усилиями в швах балки существует функциональ-
ная зависимость и что закон изменения сдвигающих 
усилий в швах балки описывается квадратной пара-
болой:

t(z) = az2 + bz + c, (4)
где z — координата, отсчитываемая по высоте по-
перечного сечения от верхней грани балки. Постоян-

ные a, b, c определим из условий � � � �0 0; ; 0.
2

Ht t t t H� �� � �� �
� �

 

� � � �0 0; ; 0.
2

Ht t t t H� �� � �� �
� �

 Окончательно получим выражение для уста- 
новления сдвигающего усилия в i-м шве:

� �
2

2
4 .i i

i
z z

t z t
H H

� �
� �� �

� �
(5)

Преобразуем систему разрешающих дифферен-
циальных уравнений (1)–(3) с учетом выражения (5). 
Уравнение (1) останется без изменений. В уравне-
нии (2) необходимо произвести замену ω на ω. Вме-
сто n в уравнениях типа (3) запишем:

� � � �
2

1 12
β ω γ γ ;

Ψ
i i

d t m t
d � �
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�

22
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i i

z zl
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.

После определения по выражению (6) функции 
сдвигающих усилий в среднем слое усилия t в дру-
гих слоях вычисляются с использованием соотноше-
ния (5). Таким образом, задача сводится к решению 
трех дифференциальных уравнений при любом ко-
личестве слоев, составляющих многослойную балку.

Для решения полученной системы дифферен-
циальных уравнений (1), (2) и (6) воспользуемся 
разностной формой метода последовательных ап-
проксимаций (МПА).  Методика применения МПА 
к расчету составных балок подробно изложена в ра-
боте [31]. Приведем разностное уравнение, аппрок-
симирующее выражение (1) в регулярной точке, 
с учетом возможных конечных разрывов искомой 

Рис. 1. Поперечное сечение составного стержня и график функции интенсивности сдвигающих усилий в зависимости 
от положения шва в составном сечении
Fig. 1. Cross section of a composite bar and graph of the shear force intensity function as a function of the joint position in 
the composite section
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функции, ее первой производной и правой части ис-
ходного дифференциального уравнения:

� �

П Л Л
1 1
2

П Л Л 2
1 1

3

2 τ
τ 510 τ
12 12

τ ,
12

k k k k k

k k k k

k

m m m m m

p p p p

p

� �

� �

�� � � � � � �

�
� � � � � �

�� �

(7)

где Л П Л П
0 0; ; ,k k k k k k km m m m m m m� �� � � � �  остальные  

значения такого типа имеют аналогичный смысл Л П Л П
0 0; ; ;k k k k k k kp p p p p p p� �� � � � � � �� � � � �  

Л П Л П
0 0; ; ;k k k k k k kp p p p p p p� �� � � � � � �� � � � � Л П Л П
0 0; ; ;k k k k k k kp p p p p p p� �� � � � � � �� � � � � Л П Л П
0 0; ; ;k k k k k k kp p p p p p p� �� � � � � � �� � � � �   Ψ;kp dp d� �  k —  

номер точки расчетной сетки, наносимой на ось бал-
ки.

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

В качестве примера, иллюстрирующего предло-
женную методику, рассмотрим расчет шестислойной 
составной шарнирно опертой балки, загруженной рас- 
пределенной нагрузкой (рис. 2). Интенсивность распре- 
деленной нагрузки q = 2 кН/м, длина балки l = 6 м,  
ширина поперечного сечения b = 0,15 м, высо-

та поперечного сечения H = 0,3 м. Ниже описаны 
три варианта компоновки поперечного сечения 
составной балки. В первом случае балка собрана 
из одинаковых слоев со следующими параметра-
ми: модуль упругости слоев E1 = E2 = E3 = E4 = E5 = 
= E6 = 12 600 МПа, высота слоев h1 = h2 = h3 = h4 =  
= h5 = h6 = 0,05 м. Во втором варианте высоты слоев 
остаются одинаковыми h = 0,05 м, а модули упру-
гости крайних слоев по значению в два раза превы-
шают соответствующие значения внутренних слоев  
E1 = 15 000 МПа, E2 = E3 = E4 = E5 = 7500 МПа,  
E6 = 15 000 МПа. В третьем варианте при одина- 
ковом модуле упругости слоев E1 = E2 = E3 = E4 =  
= E5 = E6 = 12 600 МПа отличаются их высоты h1 =  
= 0,1 м; h2 = h3 = h3 = h4 = h5 = 0,025 м, h6 = 0,1 м. 
Во всех случаях сдвиговые характеристики швов 
приняты одинаковыми и характеризуются коэффици-
ентом жесткости шва. Для всех вариантов результаты 
получены при нескольких значениях коэффициента 
жесткости шва: 

ξ = 12 кПа, 12 МПа; ξ = 126 МПа; 
ξ = 1260 МПа; ξ = 12 600 МПа.

В табл. 1–3 показаны полученные значения 
сдвигающих усилий в швах составной балки и мак-
симальных прогибов для трех вариантов соответ-
ственно. В трех правых столбцах таблиц приведены 
численные решения по: упрощенной методике [31] 
(сдвигающие усилия во всех швах равны между со-
бой); упрощенной методике, представленной в дан-
ной работе; теории составных стержней А.Р. Ржани-
цына (решение получено численно с привлечением 
уравнений МПа, как и для упрощенных теорий).

Табл. 1. Значения сдвигающих усилий и максимального прогиба в середине балки, вариант 1
Table 1. Values of shear forces and maximum deflection in the middle of the beam, variant 1

Коэффициент 
жесткости швов, 

МПа
Joint stiffness 

coefficient, MPa

Величины
Values

Упрощенная  
методика [31]

Simplified  
methodology [31]

Упрощенная  
методика
Simplified  

methodology 

В постановке 
А.Р. Ржаницына
In the formulation  
of A.R. Rzhanitsyn

ξ = 12 600

T1, кН / kN 35,99 (30,5 %) 24,99 (0,04 %) 25
T2, кН / kN 35,99 (10 %) 39,99 (0 %) 39,99
T3, кН / kN 35,99 (19,98 %) 44,99 0,02 %) 44,98

yмах, мм / mm 0,0571 (99,28 %) 8 (0 %) 8

ξ  = 1260

T1, кН / kN 35,94 (30,3 %) 24,94 (0,3 %) 25,04
T2, кН / kN 35,94 (9,9 %) 39,91 (0,05 %) 39,89
T3, кН / kN 35,94 (19,81 %) 44,9 (0,1 %) 44,82

yмах, мм / mm 0,057 (99,32 %) 8,6 (1,1 %) 8,5

ξ = 126

T1, кН / kN 35,4 (28,3 %) 24,47 (3,5 %) 25,38
T2, кН / kN 35,4 (9,1 %) 39,16 (0,4 %) 38,98
T3, кН / kN 35,4 (18,15 %) 44 (1,7 %) 43,25

yмах, мм / mm 5,6 (58,5 %) 14,7 (8,1 %) 13,5

ξ = 12

T1, кН / kN 30,12 (16,4 %) 20,06 (20,33 %) 25,18
T2, кН / kN 30,12 (4,7 %) 32,09 (1,4 %) 31,61
T3, кН / kN 30,12 (8,3 %) 36,11 (9 %) 32,86

yмах, мм / mm 50 (8,3 %) 66,4 (14,6 %) 56,7

Рис. 2. Расчетная схема шестислойной балки
Fig. 2. Calculation diagram of a six-layer beam
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a

b

c

d

e

ξ = 12 600 МПа / MPa σ, Н/м2 / N/m2 τ, Н/м2 / N/m2

h
1

h
2

h
3

h
4

h
5

h
6

(1) (E)

(2) (E)

(3) (E)

(4) (E)

(5) (E)

(6) (E)

4,0045 · 106

4,0045 · 106

1,3363 · 106

1,3363 · 106

3,6835 · 105

3,6835 · 105

1,1969 · 105

1,1656 · 105

1,1656 · 105

1,0649 · 105

1,0649 · 105

9,0077 · 105

9,0077 · 105

6,6733 · 105

6,6733 · 105

5 · 103

5 · 103

1,3274 · 106

1,3274 · 106

2,6688 · 106

2,6688 · 106

2,6632 · 106

2,6632 · 106

ξ = 1260 МПа / MPa σ, Н/м2 / N/m2 τ, Н/м2 / N/m2

h
1

h
2

h
3

h
4

h
5

h
6

(1) (E)

(2) (E)

(3) (E)

(4) (E)

(5) (E)

(6) (E)

4,0454 · 106

4,0454 · 106

1,3633 · 106

1,3633 · 106

3,8057 · 105

3,8057 · 105

1,1754 · 105

1,1589 · 105

1,1589 · 105

1,0512 · 105

1,0512 · 105

9,0616 · 105

9,0616 · 105

6,6983 · 105

6,6983 · 105

5 · 104

5 · 104

1,2744 · 106

1,2744 · 106

2,6877 · 106

2,6877 · 106

2,6321 · 106

2,6321 · 106

0

0

0

0

ξ = 126 МПа / MPa  σ, Н/м2 / N/m2 τ, Н/м2 / N/m2

h1

h2

h3

h4

h5

h6

(1) (E)

(2) (E)

(3) (E)

(4) (E)

(5) (E)

(6) (E)

4,451 · 106

4,451 · 106

1,6346 · 106

1,6346 · 106

4,9698 · 105

4,4361 · 105

4,4361 · 105

1,0724 · 105
1,1379 · 105

1,1379 · 105

9,7659 · 105

9,7659 · 105

9,319 · 105

9,319 · 105

6,6048 · 105

6,6048 · 105

7,474 · 106

7,474 · 106

2,879 · 106

2,879 · 106

2,3193 · 106

2,3193 · 106

0

0

ξ = 12 МПа / MPa  σ, Н/м2 / N/m2 τ, Н/м2 / N/m2

h
1

h
2

h
3

h
4

h
5

h
6

(1) (E)

(2) (E)

(3) (E)

(4) (E)

(5) (E)

(6) (E)

7,8295 · 106

7,8295 · 106

4,3053 · 106 4,3053 · 106

6,5273 · 105

6,5273 · 105

7,4743 · 105

1,09 · 106

1,09 · 106

7,2083 · 105

7,2083 · 105

1,01 · 106

1,01 · 106

5,8236 · 105

5,8236 · 105

3,6141 · 106

3,6141 · 106

1,1144 · 106

1,1144 · 106

4,6386 · 106

4,6386 · 106

5,3298 · 106

5,3298 · 106

0

0

ξ = 12 кПа / kPa  σ, Н/м2 / N/m2 τ, Н/м2 / N/m2

h
1

h
2

h
3

h
4

h
5

h
6

(1) (E)

(2) (E)

(3) (E)

(4) (E)

(5) (E)

(6) (E)

2,3909 · 107

2,3909 · 107

1,1972 · 106

1,1972 · 106

3,6921 · 106

3,6921 · 106

3,6921 · 106

1,1991 · 106

1,1991 · 106

1,1991 · 106

1,1991 · 106

3,604 · 106

3,604 · 106

2,3886 · 107

2,3886 · 107

2,3886 · 107

2,3886 · 107

2,3886 · 107

2,3886 · 107

2,3886 · 107

2,3886 · 107 2,3864 · 107

2,3864 · 107

0

0
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Табл. 2. Значения сдвигающих усилий и максимального прогиба в середине балки, вариант 2
Table 2. Values of shear forces and maximum deflection in the middle of the beam, variant 2

Коэффициент 
жесткости швов, 

МПа
Joint stiffness 

coefficient, MPa

Величины
Values

Упрощенная  
методика [31]

Simplified  
methodology [31]

Упрощенная  
методика
Simplified  

methodology

В постановке 
А.Р. Ржаницына
In the formulation  
of A.R. Rzhanitsyn

ξ = 12 600 

T1, кН / kN 36 (18,47 %) 25 (15 %) 29,35

T2, кН / kN 36 (5,6 %) 40 (4,6 %) 38,15

T3, кН / kN 36 (12 %) 45 (8,6 %) 41,1

yмах, мм / mm 0,057 (99 %) 10,1 (22 %) 7,9

ξ = 1260

T1, кН / kN 35,95 (18,4 %) 24,94 (14,9 %) 29,34

T2, кН / kN 35,95 (5,6 %) 39,9 (4,5 %) 38,09
T3, кН / kN 35,95 (12,3 %) 44,89 (8,6 %) 41

yмах, мм / mm 0,057 (99,3 %) 11 (23,6 %) 8,4

ξ = 126

T1, кН / kN 35,52 (17,6 %) 24,38 (16,8 %) 29,3
T2, кН / kN 35,52 (5,3 %) 39 (3,8 %) 37,51
T3, кН / kN 35,52 (11,5 %) 43,88 (8,5 %) 40,15

yмах, мм / mm 5,6 (58 %) 20,2 (34,1 %) 13,3

a

b

c

d

e

ξ = 12 600 МПа / MPa σ, Н/м2 / N/m2 τ, Н/м2 / N/m2

h
1

h
2

h
3

h
4

h
5

h
6

(1) (E)

(2) (E)

(3) (E)

(4) (E)

(5) (E)

(6) (E)

4,0045 · 106

4,0045 · 106

1,3363 · 106

1,3363 · 106

3,6835 · 105

3,6835 · 105

1,1969 · 105

1,1656 · 105

1,1656 · 105

1,0649 · 105

1,0649 · 105

9,0077 · 105
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Рис. 3. Эпюры максимальных продольных и касательных напряжений: a — ξ = 12 600 МПа; b — ξ = 1260 МПа; c — ξ =  
= 126 МПа; d — ξ = 12 МПа; e — ξ = 12 кПа
Fig. 3. Epures of maximum longitudinal and tangential stresses: a — ξ = 12,600 MPa; b — ξ = 1,260 MPa; c — ξ = 126 MPa; 
d — ξ = 12 MPa; e — ξ = 12 kPa
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На рис. 3 представлены эпюры нормальных 
и касательных напряжений для первого варианта 
компоновки сечения в зависимости от значения ко-
эффициента жесткости шва. Аналогичная информа-
ция для второго варианта показана на рис. 4, для тре-
тьего — на рис. 5. На рис. 3, e; 4, e; 5, e приведены 
эпюры напряжений для соответствующих вариантов 

компоновки при весьма малом значении коэффици-
ента жесткости шва ξ = 12 кПа.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ОБСУЖДЕНИЕ

Анализ полученных результатов подтверждает 
предположение авторов упрощенного подхода рас-
чета многослойных балок [31] о возможности его 

Окончание табл. 2 / End of the Table 2

Коэффициент 
жесткости швов, 

МПа
Joint stiffness 

coefficient, MPa

Величины
Values

Упрощенная  
методика [31]

Simplified  
methodology [31]

Упрощенная  
методика
Simplified  

methodology

В постановке 
А.Р. Ржаницына
In the formulation  
of A.R. Rzhanitsyn

ξ = 12

T1, кН / kN 31,22 (11,53 %) 19,3 (30 %) 27,62

T2, кН / kN 31,22 (3 %) 30,88 (4,1 %) 32,21

T3, кН / kN 31,22 (6,1 %) 34,74 (4,2 %) 33,28

yмах, мм / mm 52 (10,8 %) 94,4 (38 %) 58,3
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2,717 · 103
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1,094 · 106
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7,6469 · 105

9,2968 · 105
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7,4181 · 105

7,4181 · 105

6,4268 · 105
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4,7132 · 105
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2,848 · 106
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9,0029 · 105

9,0029 · 105

9,0029 · 105

9,0029 · 105

4,6447 · 103
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1,7893 · 106

1,7893 · 106

1,7893 · 106

1,7893 · 106

3,5757 · 107
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1,7893 · 106

1,7893 · 106
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применения для конструкций с небольшим коли-
чеством слоев (не более четырех). Для шестислой-
ных балок значения сдвигающих усилий в крайних 
швах, вычисленных по методике [31] при достаточ-
но высоких значениях коэффициента жесткости шва 
на сдвиг, на 30 % превышают значения соответству-
ющих усилий по теории А.Р. Ржаницына, а значе-

ния усилий в швах ближе к центральной части се-
чения — меньше на 20 %. При этом максимальные 
значения сдвигающих усилий по ТСС возникают 
именно в центральном шве. Общая жесткость состав-
ной балки оказалась завышенной. Максимальный 
прогиб по сравнению с ТСС меньше на два порядка. 
При весьма слабом сопротивлении межслойных свя-

Рис. 4. Эпюры максимальных продольных и касательных напряжений: a — ξ = 12 600 МПа; b — ξ = 1260 МПа; c — ξ =  
= 126 МПа; d — ξ = 12 МПа; e — ξ = 12 кПа
Fig. 4. Epures of maximum longitudinal and tangential stresses: a — ξ = 12,600 MPa; b — ξ = 1,260 MPa; c — ξ = 126 MPa; 
d — ξ = 12 MPa; e — ξ = 12 kPa
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зей взаимному сдвигу слоев максимальные значения 
сдвигающих усилий и прогиба приближаются к ТСС, 
но снизу, не обеспечивая запас прочности. 

Результаты по упрощенной методике, предложен-
ной в настоящей работе, практически совпадают с ре-
зультатами по теории составных стержней в широком 
диапазоне изменения жесткости швов на сдвиг. Ис-
ключения составляют данные при существенно малом 
значении сдвиговой жесткости. Слои в этом случае 
стремятся к независимой работе друг от друга, а об-
щая изгибная жесткость составной балки определяет-
ся суммарной жесткостью слоев. В проектной прак-

тике такая компоновка составного сечения является 
наименее выгодной и не представляет значительного 
интереса. Независимая работа слоев при малых значе-
ниях коэффициента жесткости шва проиллюстрирова-
на эпюрами напряжений на рис. 3, e; 4, e; 5, e. 

Предложенная методика позволяет получать 
приемлемые результаты не только для балок, состо-
ящих из одинаковых по механическим и геометри-
ческим параметрам слоев, как это было предложено 
в работе [31]. В табл. 3 приведена информация расче-
та балки, у которой высота крайних слоев в два раза 
превышает высоту остальных. При высоких значе-

Табл. 3. Значения сдвигающих усилий и максимального прогиба в середине балки, вариант 3
Table 3. Shear forces and maximum deflection in the centre of the beam, variant 3

Коэффициент 
жесткости швов, 

МПа
Joint stiffness 

coefficient, MPa

Величины
Values

Упрощенная  
методика [31]

Simplified  
methodology [31]

Упрощенная  
методика

Simplified methodology

В постановке 
А.Р. Ржаницына
In the formulation  
of A.R. Rzhanitsyn

ξ = 12 600

T1, кН / kN 44,94 (11 %) 39,95 (0,07 %) 39,98
T2, кН / kN 44,94 (2,7 %) 43,7 (0 %) 43,7
T3, кН / kN 44,94 (0 %) 44,94 (0 %) 44,94

yмах, мм / mm 0,14 (98 %) 8,1 (1 %) 8

ξ = 1260

T1, кН / kN 44,48 (10,4 %) 39,54 ( 0,6 %) 39,81
T2, кН / kN 44,48 (2,6 %) 43,24 (0,18 %) 43,32
T3, кН / kN 44,48 (0,02 %) 44,48 (0,02 %) 44,49

yмах, мм / mm 1,4 (83,9 %) 9,2 (5 %) 8,7

ξ = 126

T1, кН / kN 40 (4,7 %) 35,55 (6,7 %) 38,12
T2, кН / kN 40 (1 %) 38,89 (1,7 %) 39,57
T3, кН / kN 40 (0,07 %) 40 (0,07 %) 40,03

yмах, мм / mm 12,7 (16,9 %) 19,7 22,3 %) 15,3

ξ = 12

T1, кН / kN 18,58  (28,6 %) 16,51 (36,5 %) 26,04
T2, кН / kN 18,58 (5,7 %) 18,06 (8,4 %) 19,72
T3, кН / kN 18,58 (2,3 %) 18,58 (2,3 %) 18,15

yмах, мм / mm 61,9 (17,9 %) 65,1 (21,9 %) 50,8
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ниях коэффициента жесткости шва отличия нашего 
решения от ТСС не превышают 5 %. При малых зна-
чениях ξ к результатам стоит относиться с осторож-
ностью. Необходимо указать на еще одно ограниче-
ние применения предлагаемого подхода. Это случай, 
когда модули упругости слоев значительно отлича-
ются друг от друга. Во втором варианте компоновки 

поперечного сечения при одинаковой высоте всех 
слоев значение модуля упругости крайних слоев от-
личалось от остальных в два раза (результаты расчета 
представлены в табл. 2). По предварительной оценке 
авторов упрощенный подход может быть использо-
ван для случаев, когда значения модулей упругости 
отличаются не более чем на 50 %.
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Рис. 5. Эпюры максимальных продольных и касательных напряжений: a — ξ = 12 600 МПа; b — ξ = 1260 МПа; c — ξ =  
= 126 МПа; d — ξ = 12 МПа; e — ξ = 12 кПа
Fig. 5. Epures of maximum longitudinal and tangential stresses: a — ξ = 12,600 MPa; b — ξ = 1,260 MPa; c — ξ = 126 MPa; 
d — ξ = 12 MPa; e — ξ = 12 kPa
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