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АННОТАЦИЯ
Введение. Исследования процессов деформирования оболочек преимущественно осуществляют с использованием 
вычислительных алгоритмов, реализующих применение различных численных методов. Данные алгоритмы должны 
обеспечивать получение точных результатов и высокую скорость выполнения расчетов, а также быть устойчивы к из-
менению входных параметров (геометрия, материал). Цель данного исследования — разработка вычислительного 
алгоритма расчета напряженно-деформированного состояния (НДС) и устойчивости оболочек, построенного на при-
менении метода Ритца и метода Ньютона, обеспечивающего высокую производительность и устойчивость решения.
Материалы и методы. Деформирование оболочечных конструкций описывается геометрически нелинейной мате-
матической моделью типа Тимошенко – Рейсснера, которая учитывает поперечные сдвиги и ортотропию материа-
ла. Математическая модель записана в виде функционала полной потенциальной энергии деформации оболочки. 
Исследование НДС и устойчивости конструкции сводится к нахождению минимума функционала. Методом Ритца 
данная задача сводится к решению системы нелинейных алгебраических уравнений. Решение полученной системы 
осуществляется методом Ньютона. Отличительная особенность этого алгоритма — применение адаптивного шага 
по нагрузке при решении системы нелинейных алгебраических уравнений.
Результаты. Проведены расчеты конструкций: пологих оболочек двоякой кривизны и цилиндрических панелей 
из изотропных и ортотропных материалов. Полученные значения критических нагрузок имеют хорошую согласован-
ность с результатами других авторов: для пологих оболочек двоякой кривизны максимальное расхождение резуль-
татов составило 8,05 %, для цилиндрических панелей — 7,29 %.
Выводы. Разработан устойчивый к изменению геометрии и материала конструкции вычислительный алгоритм рас-
чета НДС и устойчивости оболочек. Высокая производительность алгоритма обеспечивается за счет применения 
адаптивного шага по нагрузке при решении системы нелинейных алгебраических уравнений. Обоснована возмож-
ность использования алгоритма при исследовании пологих оболочек двоякой кривизны и цилиндрических панелей.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: оболочка, панель, вычислительный алгоритм, метод Ритца, метод Ньютона, адаптивный шаг, 
устойчивость 
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ABSTRACT
Introduction. The studies of the processes of deformation of shells are mainly carried out using computational algorithms 
that implement the application of various numerical methods. These algorithms must ensure obtaining accurate results and 
high speed of calculations, and must also be resistant to changes in input parameters (geometry, material). The purpose 
of this work is to develop a computational algorithm for calculating the stress-strain state (SSS) and buckling of shells, based 
on the application of the Ritz method and the Newton method, ensuring high productivity and stability of the solution.
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Materials and methods. The deformation of shell structures is described by a geometrically nonlinear mathematical model 
of the Timoshenko – Reissner type, which considers transverse shears and orthotropy of the material. The mathematical 
model is written as a functional of the total potential energy of deformation of the shell. The study of the stress-strain state 
and buckling of the structure is reduced to finding the minimum of the functional. Using the Ritz method, this problem is 
reduced to solving a system of nonlinear algebraic equations. The solution of the resulting system is carried out using 
the Newton method. A distinctive feature of this algorithm is the use of an adaptive step by load when solving a system 
of nonlinear algebraic equations.
Results. Calculations of structures were performed: shallow shells of double curvature and cylindrical panels made of iso-
tropic and orthotropic materials. The obtained values of critical loads have good agreement with the results of other authors: 
for shallow shells of double curvature, the maximum discrepancy of results was 8,05 %, and for cylindrical panels 7,29 %.
Conclusions. A computational algorithm for calculating the stress-strain state and buckling of shells that is stable to changes  
in geometry and material of the structure has been developed. High performance of the algorithm is ensured by using  
an adaptive step by load when solving a system of nonlinear algebraic equations. The possibility of using this algorithm when 
studying shallow shells of double curvature and cylindrical panels has been substantiated.

KEYWORDS: shell, panel, computational algorithm, Ritz method, Newton method, adaptive step, buckling
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ВВЕДЕНИЕ

Тонкостенные оболочечные конструкции ис-
пользуются в различных отраслях: промышленном 
и гражданском строительстве [1–3], космостроении 
[4, 5], авиастроении [6], судостроении [7], машино-
строении [8–10], что связано с накоплением экспе-
риментальных данных [11–13] и постоянным раз-
витием теории и методов расчета оболочек [14–16].

Начиная с XX в. вектор научных исследова-
ний оболочек ориентирован на разработку матема-
тических моделей деформирования конструкций, 
учитывающих их нелинейное поведение (геометри-
ческая, физическая нелинейность), и вычислитель-
ных алгоритмов, в которых реализовано примене-
ние численных методов. В настоящее время наряду 
с классическими направлениями научных изыска-
ний по развитию теории оболочек особый интерес 
представляют исследования напряженно-деформи-
рованного состояния (НДС) и устойчивости тонко-
стенных оболочек при запроектных воздействиях 
[3, 5, 8, 16].

Значительное количество исследований про-
цесса деформирования оболочек проведено с ис-
пользованием классического метода конечных 
элементов (МКЭ) [17–19] и др. Однако, несмотря 
на это, разработка математических моделей процес-
са деформирования и вычислительных алгоритмов 
расчета оболочек является актуальной задачей.

Разработан алгоритм для изучения устойчи-
вости цилиндрических оболочек из полимерных 
композиционных материалов (ПКМ), основанный 
на применении МКЭ, линеаризации Ньютона – Кан-
торовича, использовании метода последовательных 
приближений и шагового метода по нагрузке [6].

Ряд работ [20–22] посвящен развитию МКЭ 
(модификация или создание новых конечных эле-
ментов) для исследования НДС оболочек.

 В.В. Петровым предложен алгоритм для рас-
чета неоднородных по толщине оболочек (учитыва-
ются геометрическая и физическая нелинейности), 
заключающийся в построении инкрементальных 
линейных уравнений и их решении методом двух-
шагового последовательного возмущения параме-
тров, разработанным автором [16].

 Р.А. Каюмов в статье [23] для нахождения кри-
тических нагрузок потери устойчивости пологих 
панелей и арок предложил вариационный метод 
решения, основанный на разложении перемещений 
в ряд Фурье.

Исследования свободных колебаний оболочеч-
ных конструкций осуществлялись с применением 
алгоритмов на основе метода Ритца [24–26]; мето-
да Рэлея – Ритца [27]. В трудах [28–30] для изуче-
ния деформирования плит использованы алгоритмы 
с модификациями метода Ритца.

В работе [31] математическая модель деформи-
рования сферической оболочки представлена в виде 
уравнений Маргерра. Алгоритм нахождения конеч-
ных прогибов купола базируется на применении 
метода Рэлея – Ритца: задача сводится к решению 
системы нелинейных уравнений. Решение получен-
ной системы реализовано методом непрерывного 
продолжения. Для нивелирования погрешности, 
возникающей при численном решении системы 
уравнений продолжения, применяется метод дис-
кретного продолжения, основанный на методе Нью-
тона – Рафсона.

Метод Бубнова – Галеркина использован для  
решения системы дифференциальных уравнений 
состояния изотропных пологих оболочек на упру-
гом основании с учетом геометрической нелиней-
ности [32], в результате чего были выведены ана-
литические уравнения для определения напряжений 
и критической нагрузки потери устойчивости.
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Л.Ю. Ступишиным и К.Е. Никитиным [33] 
предложен алгоритм, базирующийся  на исполь-
зовании метода Бубнова – Галеркина в смешанной 
конечно-элементной форме, для исследования вы-
нужденных колебаний пологих осесимметричных 
ортотропных оболочек вращения.

Исследование НДС защемленной по контуру 
ортотропной пластинки осуществлено методом на-
чальных функций (МНФ) [34]. При этом отмечает-
ся, что для обеспечения устойчивости алгоритма 
решения необходимо выполнять расчеты с длинной 
мантиссой.

Для изучения упругопластических деформа-
ций нанопластин Кирхгофа авторами статьи [35] 
разработан вычислительный алгоритм, построен-
ный на применении комплекса численных методов: 
метода вариационных итераций (расширенный ме-
тод Канторовича), метода переменных параметров 
упругости И.А. Биргера, метода Ньютона для реше-
ния алгебраических систем уравнений. Достовер-
ность полученных результатов с использованием 
данного алгоритма подтверждена сравнением с ре-
шениями, полученными другими численными ме-
тодами.

Интересен подход к определению соотноше-
ния мембранных напряжений в тентовых оболочках 
арочного типа [36], заключающийся в применении 
итерационного метода хорд.

Для анализа устойчивости цилиндрических 
панелей авторами публикации [37] предложе-
но использование метода аналоговых уравнений 
без сетки (MAEM). В основе метода лежит принцип 
аналогового уравнения, заключающийся в преоб-
разовании исходных уравнений перемещений в за-
мещающие.

 Ф.С. Хайруллин и О.М. Сахбиев  предложили 
алгоритм расчета прочности толстых и тонких обо-
лочек, в которых появляются упругопластические 
деформации [38]. В алгоритме использован вариа-
ционный принцип Лагранжа, итерационный метод 
решения нелинейной системы уравнений: в ходе 
первой итерации осуществляется решение упругой 
задачи, таким образом система уравнений становит-
ся линейной и далее решается методом Холецкого. 
После проводится проверка условия пластичности 
и формируется матрица интенсивности деформа-
ций, которая используется на следующей итерации.

С целью изучения волновых процессов в ли-
нейно-вязкоупругих оболочках А.В. Нетребко 
и С.Г. Пшеничнов использовали алгоритм, осно-
ванный на интегральном преобразовании Лапласа 
по времени [39].

Авторами работы [40] предложен численно-
аналитический алгоритм решения контактной зада-
чи для цилиндрической оболочки типа Тимошенко. 
В основе данного алгоритма — метод механических 
квадратур.

Для исследования гиперупругой пластины 
в статье [41] представлена математическая модель 
в виде управляющих уравнений и использован ал-
горитм, включающий в себя метод бессеточной 
коллокации (MCM) и радиальную базисную функ-
цию тонкого сплайна, а также метод продолжения 
по длине дуги.

Рассмотрены особенности реализации вычис-
лительных алгоритмов, применяемых для исследо-
вания мягких оболочек [42]. Выполнен анализ ал-
горитма, реализующего метод дифференцирования 
по параметру. Автором предложено руководство-
ваться методиками экспериментальной механики 
при проведении численных экспериментов для вы-
явления границ применимости вычислительных ал-
горитмов.

Авторы статьи [43] отмечают, что для оценки 
корректности математической модели и вычисли-
тельного алгоритма, построенного на использова-
нии численных методов, следует осуществлять про-
верку их устойчивости к входным параметрам.

Стоит отметить, что значимое количество рас-
смотренных работ основано на применении вари-
ационных принципов [4, 6, 20, 22, 23, 30, 31, 35,  
38, 43].

Исходя из вышепредставленного обзора лите-
ратуры, можно сделать вывод, что расчетный ал-
горитм конструкций должен быть рациональным 
(включать набор процедур, необходимых для полу-
чения адекватного решения), высокопроизводитель-
ным (время решения задачи по сравнению с иными 
алгоритмами должно быть минимальным), устойчи-
вым к входным параметрам (размеры конструкции, 
параметры материала).

Цель данного исследования — разработка 
вычислительного алгоритма расчета напряженно- 
деформированного состояния и устойчивости обо-
лочек, построенного на применении метода Ритца 
и метода Ньютона, обеспечивающего высокую про-
изводительность и устойчивость решения.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ

Для описания процесса деформирования обо-
лочечной конструкции используется геометрически 
нелинейная математическая модель типа Тимошен-
ко – Рейсснера, учитывающая поперечные сдвиги, 
ортотропию, в виде функционала полной потенци-
альной энергии деформации оболочки [44]:

0 ,Сut R
s s s sE E E E� � � (1)

где Es
0 — функционал полной потенциальной энер-

гии деформации обшивки оболочки; Сut
sE  — функ-

ционал полной потенциальной энергии деформации 
зон ослаблений (при наличии вырезов); Es

R — функ-
ционал полной потенциальной энергии деформации 
ребер (при наличии ребер).

Далее для простоты выкладок будет рассматри-
ваться оболочка без вырезов и ребер. Функционал 
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полной потенциальной энергии деформации обшив-
ки оболочки имеет вид:
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(2)

Все перечисленные переменные подробно пред- 
ставлены в работе [44].

Исследование НДС и устойчивости оболочек 
сводится к решению вариационной задачи о нахож-
дении минимума функционала (1). Используем ме-
тод Ритца: искомые функции перемещений и углов 
поворота нормали представим в следующем виде:
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(3)

где , , , ,
kl klkl kl kl x yU V W � �  — неизвестные числовые 

параметры; 1 5, ...,k kX X  и 1 5, ...,l lY Y  — известные ап-
проксимирующие функции, удовлетворяющие кра-
евым условиям (назначаются исходя из способа за-
крепления контура конструкции); N — количество 
разложений искомых функций в ряды.

В теории оболочек преимущественно применя-
ются аппроксимирующие функции в виде тригоно-
метрических или полиноминальных функций [26, 
45, 46]. В качестве аппроксимирующих функций 
в данном алгоритме приняты тригонометрические 
функции.

После подстановки функций (3) в функционал (1)  
находим производные по Ukl, Vkl, Wkl, Ψxkl

, Ψykl
 и по-

лученные выражения приравниваем к нулю:

0; 0; 0;

0; 0.
Ψ Ψ

kl kl

s s s

kl kl kl

s s

x y

E E E
U V W

E E
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(4)

Получена система нелинейных алгебраических 
уравнений (СНАУ), решение которой осуществля-
ется последовательно при разном значении нагруз-
ки методом Ньютона — в начале каждой итерации 
значение числовых параметров , , , Ψ , Ψ

kl klkl kl kl x yU V W  
принимается равным значениям, полученным в ходе 
предыдущей итерации.

Представим полученное решение СНАУ в фор-
ме вектора:

� ,
Ψ
Ψ

kl

kl

kl

kl

kl

x

y

U
V
WX

� �
� �
� �
� ��
� �
� �
� �
� �

(5)

где 1 ;k N� …  1 .l N� …  Размерность вектора ре-
шения СНАУ (5) равна 5N.

Рассматривается задача без учета начальных 
деформаций и несовершенств формы конструк-
ций — начальные значения функций перемещений 
и углов поворота нормали до приложения нагрузки 
принимаются равными нулю. Таким образом, век-
тор решений до начала нагружения примет вид:

� 0
0

0
0

.0
0
0

X

� �
� �
� �
� ��
� �
� �
� �� �

(6)

Условие остановки итерации в методе Ньютона:

� � 1
ε,

m m
n nX X

�
� � (7)

где �mnX  и � 1m
nX
�  — векторы, состоящие из значений 

числовых параметров, на текущей и предыдущей 
итерации в методе Ньютона соответственно;  — 
норма вектора; n — номер итерации по нагрузке; 
m — номер итерации в методе Ньютона; ε — точ-
ность метода Ньютона (в данном алгоритме принято 
ε = 5 ∙ 10–5).

Данная последовательность операций позволя-
ет определить НДС и момент потери устойчивости 
конструкции при нагружении. Далее будем рассма-
тривать конструкции под действием равномерно 
распределенной нагрузки q, приложенной по нор-
мали к поверхности оболочки.

В этом алгоритме для установления момента 
потери устойчивости принят критерий Ляпунова 
(малому изменению значения входного параметра 
соответствует большое изменение значения выход-
ного параметра). Таким образом, задача сводится 
к построению и анализу графика зависимости про-
гиба W от нагрузки q в характерных точках кон-
струкции [45].

На рис. 1 представлена кривая, характеризую-
щая зависимость прогиба от приложенной нагрузки 

в центре 1 ,
2 2

a a bx y�� �� �� �
� �

 оболочки. Потеря устой-

чивости конструкции соответствует переходу в но-
вое равновесное состояние: из точки A в точку B.  
Следовательно, критическая нагрузка потери устой-
чивости достигается в точке A.
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Из анализа кривой, представленной на рис. 1, сле-
дует, что процесс деформирования оболочечной кон-
струкции характеризуется двумя участками: 1 — ус-
ловная линейная зависимость функции перемещения 
от нагрузки; 2 — нелинейная зависимость, в большин-
стве случаев соответствующая околокритической зоне.

Очевидно, что для устойчивости вычислитель-
ного алгоритма при решении СНАУ и получения 
точного значения критической нагрузки требуется 
принимать малое значение шага по нагрузке q. Од-
нако при таком подходе на участках кривых типа 1 
получается большое количество решений, не пред-
ставляющих интерес при исследовании устойчиво-
сти оболочки, и, как следствие, существенно увели-
чивается время выполнения расчета.

Для обеспечения высокой производительно-
сти и точности вычислений принят адаптивный 
шаг по нагрузке: шаг изменяется в зависимости 
от значения угла между векторами решений СНАУ 
(для текущего и предыдущего значения нагрузки). 
Адаптация шага осуществляется следующим обра-
зом: если угол между векторами решений меньше 
значения Δ1, то для следующей итерации происхо-
дит увеличение шага по нагрузке в Δnext  раз. Если 
угол между векторами решений превышает зна-
чение Δ2 = 10Δ1, то происходит уменьшение шага 
по нагрузке в Δprevious раз с откатом на предыдущую 
итерацию и перерасчетом СНАУ.

Реализация алгоритма выполнена в системе 
компьютерной математики Maple.

Тестовые расчеты производились при значе-
нии изменения шага по нагрузке Δprevios = Δnext = 2. 
Расчеты проводились на компьютере с 64-разряд-

ной ОС (Windows 10); процессором AMD Ryzen 7 
3750H Radeon Vega Mobile Gfx частотой 2,3 ГГц; 
ОЗУ 32 Гб.

Для отладки алгоритма рассматривались обо-
лочки из материалов, представленных в табл. 1.

С целью выбора интервала значений угла меж-
ду векторами проведен расчет шарнирно-непод-
вижно закрепленных оболочек и цилиндрических 
панелей из стали С345, размеры которых приведены 
в табл. 2, 3, при N = 9. Результаты данных расчетов 
показаны на рис. 2 (по оси абсцисс использована ло-
гарифмическая шкала).

На основании анализа полученных зависи-
мостей на рис. 2 определено, что при минималь-
ном значении угла между векторами решений  
Δ1 ∈ [0,001; 0,01] изменение критической нагрузки 
не превышает 0,004857 %.

Ресурсоемкость алгоритма, представленная в ви- 
де зависимости количества пройденных шагов 
по нагрузке при решении СНАУ от минимально-
го угла между векторами решений Δ1, приведена 
на рис. 3 (по оси абсцисс использована логарифми-
ческая шкала).

Из анализа представленной на рис. 3 зависимо-
сти можно сделать вывод: уменьшение принятого 
для расчета значения угла Δ1 приводит к увеличе-
нию количества шагов по нагрузке q при решении 
СНАУ — зависимость обратно пропорциональная.

Эффективность вычислительного алгоритма дос- 
тигается при одновременном обеспечении высокой 
точности результатов и малом затрачивании вычис-
лительных ресурсов. Для представленного в статье 

Рис. 1. Кривая прогиб – нагрузка
Fig. 1. Load – deflection curve
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алгоритма это осуществляется при интервале углов 
между векторами решений СНАУ: Δ1 = 0,01, Δ2 = 0,1.

Для определенного ранее интервала проведены 
дополнительные расчеты шарнирно-неподвижно 
закрепленных конструкций (размеры представлены 
в табл. 2, 3) из изотропных и ортотропных материа-
лов (характеристики приведены в табл. 1) при N = 9.  
Выявлено, что при решении системы уравнений 
на участках с условно линейной зависимостью пе-
ремещений от нагрузки количество итераций в ме-
тоде Ньютона для достижения заданной точности 
ε составляет от двух до четырех. При решении си-
стемы в околокритических зонах количество итера-
ций в методе Ньютона составляет не менее десяти. 
Уменьшение шага нагрузки и откат итерационного 

процесса по нагрузке в большинстве случаев наблю-
дались в околокритических зонах.

Таким образом, до уменьшения шага по нагрузке 
при решении системы в методе Ньютона реализовы-
вается значительное количество итераций, которые 
не имеют значимости, так как далее идет откат итера-
ции по нагрузке. Вместе с тем данное явление снижает 
производительность алгоритма. Для устранения этого 
недостатка в цикл метода Ньютона вводится проверка 
по углу между векторами решений после десятой ите-
рации — процесс проверки, уменьшения шага по на-
грузке, отката итерационного процесса и перерасчета 
СНАУ аналогичен описанному ранее.

Сравнение производительности алгоритма с про-
веркой угла между векторами решений в методе Нью-
тона и без него представлено в табл. 4 при N = 9.

Табл. 1. Характеристики материалов
Table 1. Characteristics of materials

Характеристика
Characteristic

Изотропный
Isotropic

Ортотропный
Orthotropic

Сталь С345
Steel S345

Оргстекло
Plexiglass

Материал 2
Material 2 

Углепластик
Carbon fiber

ЛУ-П/ЭНФБ
LU-P/ENFB 

Т300/976

E1, МПа
E1, MPa 2,1 · 105 0,03 · 105 0,2 · 105 1,4 · 105 1,4 · 105

μ12 0,3 0,35 0,1 0,3 0,29
E2, МПа
E2, MPa 2,1 · 105 0,03 · 105 0,4 · 105 0,97 · 104 0,97 · 104

G12, МПа
G12, MPa 0,807 · 105 1,111 · 103 1,0 · 104 0,46 · 104 0,55 · 104

G13, МПа
G13, MPa 0,807 · 105 1,111 · 103 1,0 · 104 0,46 · 104 0,55 · 104

G23, МПа
G23, MPa 0,807 · 105 1,111 · 103 1,0 · 104 0,46 · 104 0,33 · 104

Источник / Source – – [47] [48] [49]

Табл. 2. Размеры пологих оболочек двоякой кривизны
Table 2. Dimensions of the shallow shells of double curvature

Номер / Number h, м / m a, м / m b, м / m R1, м / m R2, м / m
1.1 0,00022 0,2 0,2 5 3,33
1.2 0,09 18 18 45,27 45,27
1.3 0,09 10,8 10,8 40,05 40,05
1.4 0,045 27 27 67,95 67,95
1.5 0,06 36 36 22,65 22,65

Табл. 3. Размеры цилиндрических панелей
Table 3. Dimensions of cylindrical panels

Номер / Number h, м / m a, м / m b, рад / rad R1, м / m R2, м / m
2.1 0,08 16 1 ∞ 16
2.2 0,01 10 π ∞ 5,4
2.3 0,01 20 π ∞ 5,4
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Проверка угла между векторами решений си-
стемы в методе Ньютона не оказывает влияния 
на точность решения, но повышает производитель-
ность алгоритма, так как уменьшается количество 
итераций в методе Ньютона и, как следствие, умень-
шается время решения СНАУ: сокращение времени 
решения составило от 8 до 77,8 %.

Следует отметить, что в околокритических зо- 
нах на определенной итерации по нагрузке проис-
ходит несколько идущих подряд уменьшений ша-

гов по нагрузке, откатов итераций и перерасчетов 
СНАУ, что увеличивает общее время расчета зада-
чи. Для исключения выполнения избыточных вы-
числений при откатах итераций осуществим подбор 
значения изменения шага по нагрузке Δprevious = 2Degree 
(Degree — степень) при Δnext = 21 = 2. Таким образом, 
получится исключить выполнение лишних откатов 
по нагрузке и при этом, в случае необходимости, ни-
велировать уменьшение шага по нагрузке на следу-
ющей итерации. Результаты вычислений представ-

–lg(Δ
1
)

Оболочка № 2.1

Shell No. 2.1

Оболочка № 1.3
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1 2 3 40
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Рис. 3. Ресурсоемкость алгоритма
Fig. 3. Resource intensity of the algorithm

Рис. 2. Зависимость критической нагрузки от Δ1

Fig. 2. Dependence of the critical load on Δ1
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Табл. 4. Производительность алгоритма
Table 4. Algorithm performance

Проверка в методе 
Ньютона

Verification in 
Newton’s method

qcr, МПа
MPa

Шагов 
по q
Steps 
by q

Количество 
откатов шага 

по q
Number 
of step 

rollbacks 
by q

Максимальное 
количество 
откатов по q 
в итерации
Maximum 
number of 

rollbacks by q 
in iteration

Количество 
циклов 
метода 

Ньютона
Number 

of cycles of 
Newton’s 
method

Время 
решения 
системы, 

мин
Time 

to solve 
the system, 

min

Сокращение 
времени 

решения,  %
Reduction 
in solution 
time,  %

Оболочка № 1.2 Сталь С345
Shell No. 1.2 Steel S345

Не выполняется
Not implemented

0,6783
72 28 3 6936 99,84

77,8
Выполняется

In progress 41 12 3 1597 22,19

Оболочка № 1.3 Сталь С345
Shell No. 1.3 Steel S345

Не выполняется
Not implemented

0,8042
44 15 3 2367 33,87

8
Выполняется

In progress 66 26 5 1840 31,15

Оболочка № 1.4 ЛУ-П/ЭНФБ
Shell No. 1.4 LU-P/ENFB

Не выполняется
Not implemented

0,0147
53 15 4 1968 25,15

69,3
Выполняется

In progress 73 15 4 643 7,71

Оболочка № 2.1 Сталь С345
Shell No. 2.1 Steel S345

Не выполняется
Not implemented

0,8520
52 14 3 3115 13,46

68,8
Выполняется

In progress 52 14 3 1039 4,2

Оболочка № 2.1 Оргстекло
Shell No. 2.1 Plexiglass

Не выполняется
Not implemented

0,0121
54 13 4 1962 8,24

10,5
Выполняется

In progress 74 27 6 1753 7,37

Табл. 5. Подбор Δprevious

Table 5. Selection Δprevious

Степень
Degree 2Degree qcr, МПа

MPa

Шагов 
по q

Steps by q

Mаксимальное 
количество 
откатов по q 
в итерации

Maximum number 
of rollbacks by q  

in iteration

Количество 
циклов метода 

Ньютона
Number  

of cycles of 
Newton’s 
method

Время 
решения 
системы, 

мин
Time  

to solve 
the system, 

min

Изменение 
времени 

решения,  %
Change  

in solution 
time,  %

Оболочка № 1.2 Сталь С345
Shell No. 1.2 Steel S345

2 4 0,6783 46 2 318 4,32 –80,5

3 8 0,6782 76 2 3640 49,06 121,1

4 16 0,6782 84 1 1717 22,30 0,5
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лены в табл. 5. Под изменением времени решения 
в табл. 5 подразумевается разница между временем 
решения СНАУ при Δprevious = 21 и Δprevious = 2Degree  
в процентах (знак минус обозначает уменьшение 
времени).

Из полученных в табл. 5 результатов можно вы-
делить Δprevious = 23 = 8 и Δprevious = 24 = 16 для данных 
значений отмечено наибольшее снижение времени 
решения СНАУ: для Degree = 3 сокращение соста-
вило от 32,8 до 65,7 %, для Degree = 4 — от 19,6 
до 69,4 %. При этом выбор параметра Degree не ока-
зывает существенного влияния на величину крити-

ческой нагрузки. Необходимо отметить, что среди 
выделенных значений Δprevious нет однозначно лучше-
го параметра, так как лучшее решение (относитель-
но затраченного времени) было получено при раз-
ных степенях 2 в зависимости от рассчитываемой 
конструкции. Вместе с тем при Δprevious = 23 = 8  
для оболочки № 1.2 время решения СНАУ увели-
чилось на 121 %, при Δprevious = 24 = 16 для оболочки 
№ 1.4 увеличение времени решения составило 8 %.

Итоговые параметры вычислительного алго-
ритма, принятые для последующих вычислений, 
приведены в табл. 6.

Табл. 6. Параметры алгоритма
Table 6. Algorithm parameters

Номер
Number

Параметр
Parameter

Значение
Meaning

1 Минимальный угол между векторами решений
Minimum angle between solution vectors Δ1 = 0,01

2 Максимальный угол между векторами решений
Maximum angle between solution vectors Δ2 = 0,1

3 Уменьшение шага по нагрузке
Step reduction by load Δprevious = 24 = 16

4 Увеличение шага по нагрузке
Increase step by load Δnext = 21 = 2

Окончание табл. 5 / End of the Table 5

Степень
Degree 2Degree qcr, МПа

MPa

Шагов 
по q

Steps by q

Mаксимальное 
количество 
откатов по q 
в итерации

Maximum number 
of rollbacks by q  

in iteration

Количество 
циклов метода 

Ньютона
Number  

of cycles of 
Newton’s 
method

Время 
решения 
системы, 

мин
Time  

to solve 
the system, 

min

Изменение 
времени 

решения,  %
Change  

in solution 
time,  %

Оболочка № 1.3 Сталь С345
Shell No. 1.3 Steel S345

2 4 0,8042 98 2 2129 37,72 21,1

3 8 0,8042 73 1 757 11,26 –63,9

4 16 0,8042 80 1 1406 25,04 –19,6
Оболочка № 1.4 ЛУ-П/ЭНФБ

Shell No. 1.4 LU-P/ENFB
2 4 0,0147 74 2 339 5,36 –30,5

3 8 0,0147 82 1 375 5,13 –33,4

4 16 0,0147 104 1 601 8,33 8
Оболочка № 2.1 Сталь С345

Shell No. 2.1 Steel S345
2 4 0,8520 64 2 650 2,74 –34,8
3 8 0,8520 76 1 338 1,44 –65,7
4 16 0,8520 71 1 530 2,28 –45,9

Оболочка № 2.1 Оргстекло
Shell No. 2.1 Plexiglass

2 4 0,0121 106 3 1483 6,13 –16,8
3 8 0,0121 124 2 1178 4,96 –32,8
4 16 0,0121 96 1 537 2,26 –69,4
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РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

Выполнены расчеты шарнирно-неподвижно 
закрепленных по контуру оболочек из материалов, 
представленных в табл. 1.

Рассматривались пологие оболочки двоякой 
кривизны и цилиндрические панели, геометриче-

ские параметры рассчитываемых конструкций при-
ведены в табл. 2, 3 соответственно.

Нагрузка — статическая, равномерно распреде-
ленная по нормали к поверхности.

Количество разложений искомых функций 
в ряды в методе Ритца N = 16.

Табл. 7. Результаты расчетов пологих оболочек двоякой кривизны
Table 7. Doubly-curved shallow shells calculation results
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qcr, Па / Pa

1.1 Материал 2
Material 2 57,86 76,71 50,76 52,89 – 54,35 53,55

qcr, МПа / MPa

1.2
Сталь С345
Steel S345

– – – – 0,6238 – 0,6149

1.3 – – – – 0,8023 – 0,8010

1.4 ЛУ-П/ЭНФБ
LU-P/ENFB – – – – – 0,013 0,0126

1.5 Т300/976 – – – – – 0,586 0,5813

Рис. 4. Результаты расчетов оболочки вариант № 1.1
Fig. 4. Calculation results of the shell option No. 1.1
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Значения критических нагрузок потери устой-
чивости qcr представлены в табл. 7, 8.

Для оболочки вариант № 1.1 значения критиче-
ских нагрузок, полученные в ходе данной работы, 
а также другими авторами [47, 50, 52, 53], представ-
лены на рис. 4.

Из представленных в табл. 7 и на рис. 4 резуль-
татов можно сделать вывод, что разработанный вы-
числительный алгоритм позволяет достоверно опре-
делить критические нагрузки потери устойчивости 
пологих оболочек двоякой кривизны. Это подтверж-
дается сходимостью вычисленных критических на-
грузок с результатами других авторов: расхождение 
результатов для конструкций из изотропных матери-
алов не превышает 1,49 %, а для оболочек из орто-
тропных материалов не превышает 8,05 %.

При расчете цилиндрических панелей получе-
ны значения критических нагрузок, сопоставимые 
со значениями, полученными другими авторами: 

расхождение результатов для панелей из изотропных 
материалов от 2,74 до 7,29 %; из ортотропных мате-
риалов от 0,85 до 1,67 %. На основании чего можно 
сделать вывод о применимости разработанного алго-
ритма для расчета цилиндрических панелей.

На рис. 5 показаны поля прогибов цилиндриче-
ской панели вариант № 2.3 из углепластика Т300/976. 
На рис. 5, a — поле до потери устойчивости при на-
грузке q = 0,62362 МПа, на рис. 5, b — после потери 
устойчивости при нагрузке q = 0,62363 МПа.

Деформирование цилиндрической панели 
(на рис. 5) до потери устойчивости характеризу-
ется наибольшим нарастанием прогибов в центре 
и четвертях конструкции. Максимальное значение 
прогиба наблюдается в центре панели. После поте-
ри устойчивости общий характер деформирования 
(экстремумы в центре и четвертях) сохранился, од-
нако максимальные значения прогибов зафиксиро-
ваны в четвертях конструкции.

Рис. 5. Поля прогибов цилиндрической панели вариант № 2.3 (Т300/976)
Fig. 5. Deflection fields of a cylindrical panel option No. 2.3 (T300/976)
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Табл. 8. Результаты расчетов цилиндрических панелей
Table 8. Calculation results of cylindrical panels

Номер
Number

Материал
Material

А.А. Семенов [52]
A.A. Semenov [52]

Д.С. Петров и др. [53]
D.S. Petrov et al. [53] Авторские результаты

Authors results
МПРНП / MCSBP ANSYS

qcr, МПа / MPa

2.1

Сталь С345
Steel S345 – 0,6562 0,67469

Оргстекло
Plexiglass – 0,0105 0,00979

2.2
ЛУ-П/ЭНФБ
LU-P/ENFB 0,443 – 0,43572

Т300/976 0,465 – 0,45770

2.3
ЛУ-П/ЭНФБ
LU-P/ENFB 0,632 – 0,62362

Т300/976 0,566 – 0,56120
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ОБСУЖДЕНИЕ

Разработанный вычислительный алгоритм ока-
зался устойчивым к изменению геометрии и материа-
ла конструкции. При этом данный алгоритм пригоден 
для исследования НДС и устойчивости как пологих 
оболочек двоякой кривизны, так и цилиндрических 
панелей.

Высокая производительность алгоритма обес- 
печивается за счет учета процесса деформирования 

рассматриваемых тонкостенных конструкций (учи-
тывается характер кривой равновесных состояний) 
в виде адаптивного изменения шага по нагрузке 
в ходе расчета конструкции и ограничения выпол-
няемых итераций в методе Ньютона при решении 
системы нелинейных уравнений.

Данный алгоритм может быть использован 
для исследования НДС и устойчивости оболочек 
иной геометрии, а также для конструкций перемен-
ной толщины (оболочки с ребрами и/или вырезами).
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