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АННОТАЦИЯ
Введение. При численном моделировании механических систем близость расчетной модели к поведению объекта 
в значительной степени определяется адекватностью задаваемых граничных условий. На практике условия закре-
пления элементов конструкций нередко отличаются от идеализированных предположений, принимаемых в расчет-
ных моделях, что приводит к расхождению расчетных и экспериментальных данных. 
Материалы и  методы. Рассматривается подход к  оптимизации граничных условий конечно-элементной модели 
на основе эволюционного алгоритма CMA-ES. Объектом исследования стала пространственная рамная конструк-
ция, над которой проведены инструментальные исследования динамических характеристик — собственных частот 
и свободных колебаний. Сравнение расчетных и экспериментальных частот и форм свободных колебаний осущест-
влялось с использованием получаемого значения коэффициента согласования форм свободных колебаний и отно-
сительной ошибки между значениями вычисляемых собственных частот расчетной модели и их величинами, уста-
навливаемыми экспериментально. На основе этих метрик формировалась целевая функция задачи оптимизации. 
Результаты. Определялись оптимальные значения коэффициентов жесткости опорных связей в нижнем поясе кон-
струкции в направлениях шести степеней свободы. Полученные результаты показали, что применение эволюцион-
ного подхода позволяет существенно снизить расхождения между модельными и натурными данными и тем самым 
повысить точность расчетной модели.
Выводы. Точность конечно-элементного моделирования конструкций можно увеличить за счет согласования мо-
дельных и экспериментальных динамических характеристик, используя эволюционные алгоритмы.
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ABSTRACT
Introduction. In numerical modelling of mechanical systems, the proximity of  the computational model to the actual be-
haviour of the object is largely determined by the adequacy of the specified boundary conditions. In practice, the support 
conditions of structural elements often differ from the idealized assumptions adopted in computational models, which leads 
to discrepancies between calculated and experimental data.
Materials and methods. This study considers an approach to optimizing the boundary conditions of a finite element model 
using the evolutionary algorithm CMA-ES [1]. The object of  investigation was a spatial frame structure, for which experi-
mental studies of dynamic characteristics — natural frequencies and free vibrations — were conducted. The comparison 
of calculated and experimental frequencies and vibration modes was performed using the modal assurance criterion (MAC) 
and the relative error between the calculated eigenfrequencies of the model and their experimentally determined values. 
Based on these metrics, the objective function of the optimization problem was formulated.
Results. The optimization made it possible to determine the stiffness coefficients of the support connections in the lower 
chord of the structure in six degrees of freedom. The results showed that the application of the evolutionary approach signifi-
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cantly reduced discrepancies between model and experimental data, thereby improving the accuracy of the computational 
model.
Conclusions. The accuracy of finite element modelling of structures can be improved by aligning the model and experimen-
tal dynamic characteristics through the use of evolutionary algorithms.

KEYWORDS: computational model, finite element modelling, boundary conditions, optimization, mode shapes, natural fre-
quencies, dynamic characteristics, evolutionary algorithm, OpenSeesPy, CMA-ES
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ВВЕДЕНИЕ

Ошибочное задание типов кинематических 
граничных условий в расчетных моделях является 
одной из ключевых причин расхождений между рас-
четными и натурными динамическими характери-
стиками конструкций. Базовые идеализированные 
типы назначаемых связей (жесткая заделка, сколь
зящая заделка, неподатливое шарнирное опирание 
(элементарная связь)) нередко не отражают реаль-
ного поведения опорных узлов, узловых соедине-
ний, взаимодействия с грунтовым основанием, что 
приводит к существенным расхождениям в проявле-
ниях реальных механических систем и результатов 
их расчетного анализа [1, 2]. 

Актуальность задачи корректировки (калибров-
ки) конечно-элементных моделей (КЭ-моделей), 
по экспериментальным сведениям, возрастает с со-
вершенствованием систем мониторинга и необхо-
димостью повышения достоверности расчетов при 
обосновании проектных решений, оценке прочно-
сти и диагностике повреждений [3]. Современные 
подходы в моделировании опорных связей (пружи-
ны, так называемые zero-length/bushing-элементы1) 
позволяют ввести параметры жесткости опор в ка-
честве управляемых величин, однако проблема оп-
тимального выбора этих параметров в своем общем 
виде остается нерешенной [4]. 

В научной и инженерной практике для кали-
бровки моделей применяют модальные метрики 
(собственные частоты, формы свободных колеба-
ний) и критерии их согласования (например, Modal 
Assurance Criterion — MAC) в составе численного 
решения задач оптимизации. При этом MAC оста-
ется одной из стандартных мер корреляции форм 
свободных колебаний и широко используется при 
сопоставлении экспериментальных данных и ре-
зультатов расчетов [5]. 

Эволюционные стратегии, в частности CMA-ES  
(Covariance Matrix Adaptation Evolution Strategy), заре- 
комендовали себя как надежный инструмент в за-
дачах оптимизации с большим числом управляемых 
параметров и сильной корреляцией между ними; их 
преимущества — адаптивный выбор ковариации 
и устойчивость к локальным минимумам — служат 

1 Minjie Zhu. Библиотека OpenSees на Python — докумен-
тация API // Oregon State University. 2025.

основанием выбора этого алгоритма для подбора 
граничных условий КЭ-модели [6]. 

Цель настоящего исследования — разработать 
и продемонстрировать метод адаптации граничных 
условий КЭ-модели пространственной рамной кон-
струкции на основе стратегий CMA-ES при реше-
нии задачи оптимизации с целевой функцией, объ-
единяющей относительную ошибку в расхождении 
собственных частот и среднеквадратичную ошибку 
в сопоставлении форм свободных колебаний. Таким 
образом, метод ориентирован на уменьшение рас-
хождений между результатами расчетов и натурны-
ми динамическими измерениями и на повышение 
интерпретируемости получаемых поправок к моде-
лируемым условиям опирания. Используемый под-
ход разработан с учетом ряда работ по направленно-
му управлению параметрами КЭ-моделей и оценке 
применимости эволюционных алгоритмов в задачах 
структурной идентификации [7–13]. 

Практическое значение работы заключается 
в вероятности получить скорректированную рас-
четную модель, адекватно описывающую особен-
ности реальных опорных связей (включая болтовые 
и сварные узловые соединения), что повышает точ-
ность прогноза динамического поведения конструк-
ций, открывает новые возможности последующей 
диагностики появляющихся дефектов и  снижает 
риск неверных инженерных решений при проекти-
ровании и экспертизе конструкций.

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ

Объект исследования — многоярусная про-
странственная каркасная конструкция, собранная 
по регулярной ортогональной сетке с шагом 0,4 м. 
Основной несущий каркас изготовлен из стальных 
тонкостенных трубчатых профилей квадратного 
сечения 20 × 20 × 1,2 мм со сварными узловыми 
соединениями; поэтажные перекрытия выполнены 
из стальных листов 400 × 800 × 2 мм, которые кре-
пятся к каркасу болтами и накладными пластинами. 
Общий вид конструкции показан на рис. 1. Каркас 
опирается на развитые по высоте стальные опорные 
стойки, жестко закрепленные в сложной по форме 
опорной балочной системе (рис. 2).

Определение динамических характеристик 
стендовой конструкции проводилось в  2012 г. в  
Научно-исследовательской лаборатории инженер-
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ных исследований и  мониторинга строительных 
конструкций зданий и  сооружений НИУ МГСУ 
методом стоячих волн [14–17]. Важная особен-
ность физического стенда заключается в том, что 
при лабораторных измерениях расположение из-
мерительного оборудования (акустические/сейс-
мические приемники и регистраторы) изменялось 
между сеансами — это вносило дополнительную 
изменчивость в инерционные характеристики пере-
крытий (масса приборов составляет заметную долю 
от общей массы стенда). Для выявления динамиче-
ских характеристик использовался метод стоячих 
волн с применением автономных сейсмоприемни-
ков и регистраторов. Набор измерительных кана-
лов включал несколько датчиков, перемещавшихся 

по уровням, и одну фиксированную опорную пару 
вблизи центра верхнего яруса, выбранную в каче-
стве опорной точки. Датчики устанавливали на цен-
тральной продольной оси каждого уровня; для улуч-
шения контакта с листами применялись магнитные 
основания (крепление болтами не использовалось). 
Собранные спектры амплитуд и  фаз ускорений 
в точках измерений использовались для построения 
экспериментально полученных частот и форм сво-
бодных колебаний исследуемой конструкции.

Численное представление стенда выполнено 
в программной среде OpenSeesPy. OpenSeesPy пред-
ставляет собой интерфейс к широко применяемой 
платформе Open System for Earthquake Engineering 
Simulation (OpenSees), ориентированной на моде-
лирование и анализ конструкций при сейсмических 
и динамических воздействиях. Среда предоставля-
ет средства для построения конечно-элементных 
моделей, задания материалов и граничных условий, 
а также проведения статических и динамических 
расчетов. Использование Python-оболочки значи-
тельно упрощает процесс моделирования, позволяя 
автоматизировать вычислительные процедуры, ис-
пользовать развитую структуру Python для обработ-
ки результатов и интегрировать расчетную модель 
в более сложные исследовательские сценарии.

Геометрические параметры (в том числе сече-
ние труб, толщины листов) и физико-механические 
свойства материала конструктивных элементов были 
заданы в соответствии с описанием характеристик, 
приведенным в публикации [17]. Узлы КЭ-модели 
соотнесены с точками установки приборов, чтобы 
обеспечить прямую сопоставимость эксперимен-
тальных и расчетных модальных данных. Для моде-
лирования реальной податливости опирания модели 
использовалась следующая схема: в каждом опор-
ном узле нижнего пояса создавался дополнительный 
«фундаментный» узел, жестко фиксируемый по всем 
шести степеням свободы. Затем между «рабочим» уз-
лом каркаса и «фундаментным» узлом «вставлялся» 
конечный элемент типа zeroLength с набором одно
осных упругих связей с задаваемыми жесткостями 
Kx, Ky, Kz, Krx, Kry, Krz. Такой прием позволяет непо-
средственно управлять жесткостями опорных связей 
расчетной модели в нужных степенях свободы DOF 
без изменения геометрических и физико-механиче-
ских параметров КЭ в опорной зоне [18].

Из формируемых по результатам эксперимен-
та таблиц со значениями амплитуд и фаз строились 
комплексные отклики в точках установки измери-
тельных приборов для выделенных резонансных 
частот:
	 ui = Aje

iφj,

где ui — комплексный отклик в точке установки из-
мерительного прибора j при выбранной резонанс-
ной частоте; Aj — амплитуда отклика в точке j, по-
лученная из экспериментальных данных; φj — фаза 

Рис. 1. Общий вид конструкции
Fig. 1. General view of the structure

Рис. 2. Опирание конструкции на балочную систему
Fig. 2. Support of the structure on the beam system
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отклика в точке j, также взятая из эксперименталь-
ных данных; eiφj  — комплексный множитель, пред-
ставляющий фазовую часть в виде числа на ком-
плексной плоскости (согласно формуле Эйлера:  
eiφj = cos φ + i ∙ sin φ).

Экспериментальная модальная форма для дан-
ной частоты формировалась как вектор комплекс-
ных компонент по узлам. Для сравнения с расчетной 
формой использовалась стандартная мера корреля-
ции мод MAC, дающая значение в интервале от 0 
до 1 (1 — полное совпадение) [7].

Параметризация коэффициентов жесткости 
zeroLength-связей велась по каждой из шести степе-
ней свободы двенадцати опорных узлов расчетной 
модели. С целью уменьшения количества параме-
тров и ускорения работы алгоритма было принято 
допущение, что коэффициенты жесткости во всех 
опорных узлах равны в разных направлениях, при 
этом узлы крепления нижних стержневых элемен-
тов к опорной балочной системе одинаковые. В ка-
честве целевой функции применялось сочетание 
двух компонентов: относительной ошибки в значе-
ниях собственных частот (MAPE — mean absolute 
percentage error) и меры расхождения по формам 
свободных колебаний, взятой как RMSE (root mean 
square error) меры MAC, вычисляемой методом наи-
меньших квадратов. Таким образом, целевая функ-
ция:

	 J = MAPE(f) + RMSE(1 – MAC),

где J — итоговая комбинированная метрика, кото-
рую минимизирует эволюционный алгоритм;
  

� � 1 Σ
FE EXP

EXP

f f
MAPE f

N f

�
� ;   

� � � �211  Σ 1 iiRMSE MAC MAC
N

� � �
 

 
� � � �211  Σ 1 iiRMSE MAC MAC

N
� � � ; f FE — первые N собственных 

частот КЭ-модели; f EXP — первые N собственных 
частот, полученных экспериментальным путем; 
MACii — диагональные элементы MAC-матрицы.

Такой подход позволяет одновременно мини-
мизировать расхождения в частотах и нарушение 
форм.

Для поиска оптимальных значений коэффици-
ентов жесткости расчетной модели использовался 
эволюционный алгоритм CMA-ES. Эволюционные 
алгоритмы — стохастические методы оптимиза-
ции, вдохновленные механизмами естественного 
отбора; они работают с популяцией кандидатных 
решений, применяют операции мутации/рекомби-
нации и отбор по приспособленности, что делает 
их пригодными для негладких, многомодальных 
и  дискретно-зависимых целевых функций [19]. 
CMA-ES — специализированная стратегия для не-
прерывных задач, где на каждой итерации канди-
датные решения задачи оптимизации порождаются 
из многомерного нормального распределения; клю-
чевая идея — адаптивное обновление ковариацион-

ной матрицы этого распределения, что дает возмож-
ность алгоритму «учиться» структурам корреляций 
между параметрами и эффективно направлять по-
иск в пространстве решений [6].

Преимущества примененного эволюционного 
алгоритма — автоматическая адаптация масштаба 
поиска и ковариации, хорошая устойчивость к шуму 
и локальным минимумам, способность работать без 
градиентов и с плотной корреляцией параметров, что 
важно при подборе множественных жесткостей. Недо-
статки — значительная вычислительная нагрузка при 
большом числе параметров из-за издержек на оценку 
популяции, требовательность к числу вызовов целе-
вой функции и потенциальная необходимость ограни-
чения размерности параметризации — группировка 
параметров по симметрии или типам [5, 6].

Алгоритм реализован на языке Python с исполь-
зованием библиотеки cma. Валидация полученных 
корректировок включала сравнение спектров частот, 
получаемых на диагонали матрицы MAC.

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

Построенная конечно-элементная модель про-
странственного каркаса показала удовлетворитель-
ное совпадение с  натурными данными лишь при 
введении в расчет податливости опор. Жесткое закре-
пление нижних опорных узлов по всем направлени-
ям приводило к систематическому завышению соб-
ственных частот и искажению форм колебаний, что 
подтверждает необходимость корректировки гранич-
ных условий. Значения частот при жестком закрепле-
нии по всем степеням свободы приведены в табл. 1, 
соответствующая матрица MAC показана на рис. 3. 
Элементы главной диагонали матрицы представляют 
собой коэффициенты корреляции между эксперимен-
тально полученными формами собственных колеба-
ний и соответствующими формами, вычисленными 
в расчетной модели. Значение целевой функции при 
таком закреплении равно 8,436.

Для оптимизации параметров опорных связей 
использован алгоритм CMA-ES. В качестве целевой 
функции применялось комбинированное выраже-
ние, учитывающее относительное отклонение зна-
чений собственных частот, полученных в расчетах 
и  экспериментально, MAPE и меру расхождения 
модальных форм RMSE на основе формирования 
и анализа матрицы MAC. Оптимизация проводи-
лась в пространстве шести параметров жесткости 
в направлениях всех степеней свободы опорных уз-
лов при размере популяции 12.

В результате 45 итераций (540 расчетов моде-
ли) удалось оптимизировать коэффициенты жестко-
сти, при которых обеспечивалось значение целевой 
функции 0,508, что соответствует существенному 
снижению расхождения по сравнению с исходным 
вариантом. Собственные частоты и MAC-матрица 
форм обновленной модели отображены в табл. 2 
и на рис. 4.
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Относительная ошибка в значениях собствен-
ных частот снизилась с 5,9–38,6 % до 0,4–4,6 %. 
По MAC-матрице видно, что формы на 4-й и 5-й 
частотах, полученные в расчетной модели, стали 
лучше описывать свободные колебания реальной 
конструкции. 

Полученные результаты подтверждают рабо-
чую гипотезу о том, что адаптация граничных ус-
ловий с использованием эволюционного алгоритма 
для рассматриваемой конструкции позволяет суще-
ственно повысить соответствие численных моделей 
динамики конструкций поведению их оригиналов. 
Особенно важно отметить, что учет податливости 
опорных узлов не только улучшает совпадение ча-

стот, но и обеспечивает лучшее воспроизведение 
форм колебаний.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Показано, что точность конечно-элементного 
моделирования динамических характеристик кон-
струкций зависит от корректности задания кинема-
тических граничных условий в ее расчетной модели. 
Использование эволюционного алгоритма CMA-ES 
для оптимизации параметров податливости общих 
жесткостных характеристик опорных связей позво-
лило существенно сократить ошибку в  значениях 
собственных частот колебаний конструкции, получен-
ных в расчетах по сравнению с результатами экспери-

Табл. 1. Сравнение частот свободных колебаний КЭ-
модели при жестком закреплении опорных стоек по всем 
направлениям и частот, измеренных в лабораторном экс-
перименте
Table 1. Comparison of natural frequencies of the finite ele-
ment model with rigid fixation of support columns in all direc-
tions and frequencies measured in the laboratory experiment

FEM 
частота, 

Гц
FEM 

frequency,
Hz

Натурная частота,
Гц

Experimental 
frequency, 

Hz

Абсолютная 
относительная 

ошибка, %
Absolute 

percentage error, %

6,431 4,639 38,6

6,845 5,188 31,9

9,096 6,897 31,9

20,072 15,625 28,5

20,204 17,273 17,0

21,320 20,142 5,9

Табл. 2. Сравнение частот свободных колебаний КЭ-
модели после обновления жесткостных связей опорных 
стоек и частот, измеренных в лабораторном эксперименте
Table 2. Comparison of  natural frequencies of  the  finite 
element model after updating the  stiffness connections 
of the support columns and frequencies measured in the labo-
ratory experiment

FEM 
частота, 

Гц
FEM 

frequency,
Hz

Натурная частота,
Гц

Experimental 
frequency, 

Hz

Абсолютная 
относительная 

ошибка, %
Absolute 

percentage error, %

4,613 4,639 0,6

5,155 5,188 0,6

6,822 6,897 1,1

16,351 15,625 4,6

17,630 17,273 2,1

20,059 20,142 0,4

Рис. 3. MAC-матрица форм свободных колебаний при 
жестком закреплении по всем направлениям
Fig. 3. MAC matrix of mode shapes under rigid fixation in all 
directions

MAC matrix

Ex
pe

rim
en

ta
l M

od
es

FE Modes

0,8

0,6

0,4

0,2

0,951 0,004 0,011 0,031 0,000 0,001

0,014 0,961 0,025 0,001 0,018 0,003

0,003 0,001 0,644 0,000 0,000 0,002

0,001 0,000 0,000 0,055 0,008 0,026

0,011 0,000 0,009 0,660 0,016 0,157

0,000 0,009 0,017 0,008 0,430 0,020

Ex
pe

rim
en

ta
l M

od
es

Рис. 4. MAC-матрица форм свободных колебаний обнов-
ленной модели
Fig. 4. MAC matrix of mode shapes of the updated model

MAC matrix

FE Modes

0,8

0,6

0,4

0,2

0,970 0,004 0,013 0,004 0,000 0,006

0,014 0,978 0,029 0,000 0,002 0,002

0,003 0,000 0,606 0,000 0,000 0,002

0,000 0,000 0,006 0,740 0,016 0,134

0,000 0,000 0,013 0,010 0,500 0,022

0,000 0,000 0,001 0,000 0,000 0,001



С. 1534–1541

1539

В
естн

и
к М

ГС
У • ISSN

 1997-0935 (Print) ISSN
 2304-6600 (O

nline) • Т
ом

 20. В
ы

пуск 10, 2025 
V

estnik M
G

S
U

 • M
onthly Journal on C

onstruction and Architecture • V
olum

e 20. Issue 10, 2025
Управление параметрами расчетной модели пространственной  

конструкции по результатам натурных испытаний

мента, а также увеличить коэффициенты корреляции 
форм свободных колебаний. Предложенный подход 
продемонстрировал перспективность его применения 

при калибровке КЭ-моделей, обеспечивая более точ-
ное согласование результатов расчетов и динамиче-
ских характеристик, полученных экспериментально.
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