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задач из бимодульных материалов

Сергей Владимирович Кузнецов, Сергей Андреевич Калиновский
Национальный исследовательский Московский государственный строительный университет  

(НИУ МГСУ); г. Москва, Россия

АННОТАЦИЯ 
Введение. Большое количество природных и искусственных материалов проявляют различные механические свой-
ства при сжатии и растяжении. Такие материалы называют бимодульными. Материалы, имеющие один и тот же 
модуль упругости при сжатии и растяжении при испытаниях, в процессе их работы в строительных конструкциях 
проявляют свойства бимодульных. 
Материалы и методы. Исследование связано с построением семейства однопараметрических гладких бесконеч-
но дифференцируемых гиперупругих потенциалов для несжимаемых бимодульных материалов при одномерном 
движении; выводом разрешающих уравнений замкнутой формы, включая уравнение движения, уравнение совме-
стимости Адамара и уравнение энергетического баланса; выполнением динамического анализа распространения 
гармонических колебаний в полубесконечном стержне. Разрабатываемый метод основан на комбинированном меха-
нико-термодинамическом подходе в сочетании с энергосберегающей явной численной схемой Лакса – Вендроффа.
Результаты. Построено семейство однопараметрических бесконечно дифференцируемых гиперупругих потенциалов 
для трехмерных бесконечно малых задач о бимодульных изотропных материалах, дающее набор однородных при-
ближений к прерывистому ступенчатому модулю упругости, принятому в исходной одномерной бимодульной поста-
новке. Введенные зависимости позволяют либо получить аналитические решения, либо вывести явные разрешающие 
уравнения для ряда статических и динамических задач. Доказана теорема о сходимости к разрывному модулю для 
бимодульных материалов.
Выводы. Фронты ударных волн, которые появляются в одномерных стержнях, изготовленных из нелинейных мате-
риалов, моделируемых семейством гладких гиперупругих потенциалов, демонстрируют, что их образование не вы-
звано разрывом в соотношении напряжение – деформация, соответствующем бимодульным материалам. Фронты 
ударных волн возникают в материалах, моделируемых рассмотренными гладкими гиперупругими потенциалами как 
в случае бимодульного материала, так и любого другого гиперупругого материала. Распространение фронтов удар-
ных волн приводит к рассеянию механической энергии, что подразумевает уменьшение амплитуд с расстоянием.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: бимодульные материалы, гиперупругие потенциалы, фронты ударных волн, нелинейные ма-
териалы, гиперупругие материалы, уравнение совместимости Адамара, уравнение энергетического баланса, волно-
вая динамика, вибрационные воздействия, деформационные модели
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ABSTRACT 
Introduction. A large number of natural and artificial materials exhibit various mechanical properties under compression 
and tension. Such materials are called bimodular. It can also be noted that materials having the same modulus of elastic-
ity under compression and tension during testing exhibit bimodular properties during their operation in building structures.
Materials and methods. The research described in the paper is related to the construction of a family of one-parameter smooth 
infinitely differentiable hyperelastic potentials for incompressible bimodular materials in one-dimensional motion; the derivation 
of closed-form solving equations, including the equation of motion, the Hadamard compatibility equation and the energy bal-
ance equation; performing a dynamic analysis of the propagation of harmonic vibrations in a semi-infinite rod. The developed 
method is based on a combined mechanical and thermodynamic approach combined with an energy-saving explicit numerical 
Lax – Wendroff scheme.
Results. A family of one-parameter infinitely differentiable hyperelastic potentials for three-dimensional infinitesimal prob-
lems on bimodular isotropic materials is constructed, which gives a set of homogeneous approximations to the discontinuous 
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stepwise modulus of elasticity adopted in the initial one-dimensional bimodular formulation. The introduced dependencies 
make it possible either to obtain analytical solutions or to derive explicit solving equations for a number of static and dynamic 
problems. The theorem of convergence to a discontinuous module for bimodular materials is proved.
Conclusions. Shock wave fronts that appear in one-dimensional rods made of nonlinear materials modeled by a family 
of smooth hyperelastic potentials clearly demonstrate that their formation is not caused by a discontinuity in the stress-strain 
ratio corresponding to bimodular materials. Shock wave fronts occur in materials modeled by the considered smooth hyper-
elastic potentials both in the case of bimodular material and any other hyperelastic material. The propagation of shock wave 
fronts leads to the dissipation of mechanical energy, which implies a decrease in amplitudes with distance.

KEYWORDS: bimodular materials, hyperelastic potentials, shock wave fronts, nonlinear materials, hyperelastic materials, 
Hadamard compatibility equation, energy balance equation, wave dynamics, vibration effects, deformation models
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Рис. 1. Изменение модуля упругости, характерное для би-
модульного материала
Fig. 1. Elastic modulus variation for a typical bimodular material

ВВЕДЕНИЕ 

1.1. Краткий обзор
Большое количество природных и искусствен-

ных материалов проявляют различные механиче-
ские свойства при сжатии и растяжении, например, 
утрамбованный грунт [1, 2], керамика [3], металли-
ческие сплавы [4], композиты [5–7] и биологиче-
ские ткани [8]. Если материал имеет два разных мо-
дуля упругости при растяжении и сжатии, то такой 
материал называется бимодульным. Бимодульные 
свойства также проявляют тела, ослабленные тре-
щинами [9, 10]. Для большинства гранулированных 
материалов и геоматериалов модуль упругости при 
сжатии выше, чем при растяжении, E− > E+ [11, 12]. 
В таком случае модуль упругости бимодульного ма-
териала становится таким, как показано на рис. 1.

1.1.1. Статическая задача
1.1.2. Задача на вибрационные воздействия
Исследованы свободные и вынужденные коле-

бания дискретных систем масс, содержащих бимо-
дульные пружины [13–19], и в упругих пластинах 
и оболочках [20–25]. Что касается систем с дискрет-
ной массой, основанных на модифицированной мо-
дели Кельвина с двухмодульной пружиной (рис. 2, а), 
то было обнаружено, что в зависимости от жестко-
сти, массы и упругости пружины свободные колеба-
ния могут сопровождаться колебаниями с удвоением 
периода (рис. 2, b); хаотическим поведением; появ-
лением  странных аттракторов Пуанкаре [17, 18, 26].

1.1.3. Волновая динамика
Работы по  распространению акустических 

волн в бимодульных средах выявили несколько ин-

тересных явлений, которые ранее не наблюдались 
в линейно-упругих средах (рис. 3). В частности, 
гармонические волны в бимодулярных стержнях 
проявляют: различие скоростей распространения 
импульсов с положительной и отрицательной де-
формацией; появление фронтов ударных волн, когда  
более быстро движущиеся импульсы обгоняют бо-
лее медленно движущиеся; уменьшение амплитуды 
волн с увеличением расстояния от источника; фор-
мирование и  распространение фронтов ударных 
волн при нагреве генератора [27–31]. Появление 
фронтов ударных волн и последующее затухание 
механической энергии объясняется резким измене-
нием модуля упругости [27, 30, 32].

1.2. Постановка задачи
Настоящее исследование связано с построени-

ем семейства однопараметрических гладких беско-
нечно дифференцируемых гиперупругих потенциа-
лов для несжимаемых бимодульных материалов при 
одномерном движении (рис. 4); выводом разрешаю-
щих уравнений замкнутой формы, включая уравне-
ние движения, уравнение совместимости Адамара 
и уравнение энергетического баланса; выполнением 
динамического анализа распространения гармони-
ческих колебаний в полубесконечном стержне. Раз-
рабатываемый метод основан на комбинированном 
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Рис. 2. Модифицированная модель Кельвина с бимодуль-
ной пружиной (а); типичный фазовый вид свободных ко-
лебаний в хаотическом режиме при низкой вязкости (b)
Fig. 2. Modified Kelvin model with bimodular spring (а); typi-
cal phase portrait for free oscillations in a chaotic regime at low 
viscosity (b)
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механико-термодинамическом подходе в  сочета-
нии с энергосберегающей явной численной схемой  
Лакса – Вендроффа.

Существуют принципиальные преимущества 
рассмотренных гиперупругих потенциалов, которые 
обеспечивают: плавное изменение модуля упругости 

в зависимости от деформации, как показано на рис. 4, 
по сравнению с разрывным модулем, в частности, бо-
лее адекватное описание связного гранулированного 
материала как при статических, так и при динами-
ческих нагрузках [33–35];  возможность получения 
аналитических выражений для всех разрешающих 
уравнений, относящихся к задачам распространения 
волн; наблюдение за формированием и распростра-
нением фронтов ударных волн в средах, определяе-
мых построенным семейством гиперупругих потен-
циалов. Таким образом, по-видимому, впервые были 
обнаружены движущиеся фронты ударных волн при 
распространении колебательных волн в нелинейных 
одномерных средах, подчиняющихся плавной зави-
симости модулей упругости от деформации. Следу-
ет также подчеркнуть, что введенные гиперупругие 
потенциалы обеспечивают лучшее соответствие на-
блюдаемым соотношениям напряжение – деформа-
ция для связных гранулированных материалов, чем 
бимодульная модель с резким изменением модулей 
упругости (рис. 1) [36, 37].

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ

2. Основные зависимости
2.1. Гиперупругие потенциалы
Рассмотрим бесконечно малую деформацию 

и зависимость модуля упругости от деформации, 
определяемую следующими соотношениями, кото-
рые вводятся, по-видимому, впервые: 

	 ,	 (2.1)

где E0 > 0 — начальный касательный модуль при ε0; 
α и β — безразмерные постоянные, 0 < α < 1, β > 0, 
они обеспечивают положительность E(ε).

При фиксированных значениях E0, α и изме-
няющемся β уравнение дает однопараметрическое 
семейство модулей упругости, показанное на рис. 4. 
Рассматриваемый модуль упругости E(ε) при β → 0 
соответствует разрывному случаю, приведенному 
на рис. 1.

Интегральное выражение, определяющее зави-
симость напряжения от деформации:

       .	 (2.2)

Путем интегрирования выражения (2.2) полу-
чаем упругий потенциал:

	 � 	 (2.3)
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Рис. 3. Изменение смещения в полубесконечном бимо-
дульном стержне [27]: а — профиль волны на краю стерж-
ня; b — профиль волны на расстоянии от края стержня
Fig. 3. Displacement variation in a semi-infinite bimodular 
rod, after [27]: a — wave profile at the rod edge; b — wave 
profile at a distance from the rod edge
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гости бимодулярной среды (см. разделы 2 и 3)
Fig. 4. A family of hyperelastic potentials ensuring differen-
tiable approximations to the elastic modulus of a bimodular 
medium (see sections 2 and 3)
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При конкретных значениях E0 и α получаем ис-
комое однопараметрическое семейство бесконечно 
дифференцируемых гиперупругих потенциалов.

2.2. Уравнение движения
Одномерное уравнение движения, записанное 

в терминах поля напряжений и перемещений, может 
быть записано в виде [38]:

	  ∂xσ(x, t) = ρ∂tt u(x, t),	 (2.4)

где ρ — плотность материала, не зависящая от ε из-
за предполагаемой несжимаемости; u(x, t) — поле 
смещений, связанное с деформацией согласно ли-
нейному уравнению Коши:

	 ε(x, t) =  ∂xσ(x, t).	 (2.5)

Подставляя полученное выражение (2.5) в урав-
нение движения и принимая во внимание уравнение 
(2.1):

	  2

εσ(ε) ( (ε))( ( ,  ))x xxu x  t� � � � ;	 (2.6)

далее:

    
 

2 2

0

( ,  )2α
1 arctg ( ( ,  )) 0

π β

х
xx

u x  t
с u x  t
� ��� �
� � ��� �� �

� �� �
,	 (2.7)

где c0 — так называемая стержневая скорость [28, 
39–42], определенная при ε → ±0:

	 0
0 ρ

E
с � .	 (2.8)

Полученное уравнение (2.7) — это искомое 
нелинейное гиперболическое уравнение движения 
в форме поля перемещений.

2.3. Граничные и начальные условия
Рассмотрим полубесконечный стержень с на-

грузкой в виде сосредоточенной силы, приложенной 
к левому концу (x = 0), и условиями затухания Зом-
мерфельда, приложенными к бесконечно удаленно-
му правому краю [43, 44]:

    	 (2.9)

где f(t) — приложенная силовая нагрузка. Началь-
ные условия соответствуют состоянию покоя:

	 .	 (2.10)

2.4. Условие совместимости по Адамару
Если возникает разрыв, связанный с формиро-

ванием и распространением фронта ударной волны, 
следует сформулировать условия совместимости 
по Адамару [45]:

	 � � � �удар( , ) ( , ) ,t xu x t c u x t� � � � 	 (2.11)

где квадратные скобки обозначают скачок, вызван-
ный пространственным разрывом, а cудар — скорость 
распространения фронта ударной волны. Заметим, 

что, согласно уравнению, знак скачка скорости рас-
пространения зависит от знаков соответствующих 
скачков скорости частиц  и деформации 

x  [46].

2.5. Энергетический баланс
Известно [45], что формирование и  распро-

странение фронтов ударных волн сопровождается 
затуханием механической энергии и одновременно 
выделением тепла. Уравнение энергетического ба-
ланса можно записать в виде [45]:

	 ,	 (2.12)

где F(t) — работа внешних сил:

	 ;	 (2.13)

Ek(t) и Es(t) — кинетическая энергия и энергия де-
формации соответственно [43]:

	 ;	 (2.14)

Q(t) — тепловая энергия, определяемая путем инте-
грирования удельной тепловой энергии q(x, t):

	 .	 (2.15)

2.6. Явная формулировка условия Куранта – 
Фридрихса – Леви

Численный метод Лакса – Вендроффа [47] ис-
пользуется для решения уравнений (2.7)–(2.12). 
Принимая во  внимание условную cходимость 
обычных явных численных схем [48], на прираще-
ние времени накладывается условие Куранта – Фри-
дрихса – Леви:

	  
max (ε)CFL

xt t
c

�
� � � � ,	 (2.16)

где Δt и  Δx — временные и  пространственные 
приращения соответственно; ΔtCFL — временное 
приращение Куранта – Фридрихса – Леви; c(ε) — 
стержневая скорость, определяемая следующим 
выражением:

	
 
� � 0

2α εε 1 arctg
π β

с с � �
� � � �

� �
,	 (2.17)

которое вытекает из уравнения (2.1).
Также известно, что явные численные схемы 

второго порядка подвержены появлению нефизиче-
ских колебаний из-за ошибок округления. Эти ко-
лебания могут быть значительно уменьшены, если 
частота нагрузки удовлетворяет следующей эмпи-
рической оценке [49, 50]:

	
 1ω

ηΔ CFLt
� ,	 (2.18)

где η ≥ 20.
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РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

3.1. Предварительные данные
Ввод безразмерных переменных:

     
0

(ε)*(ε) ; ; .EE
E

�
0

σ(ε)σ*(ε)
E

�
0

(ε)*(ε) cc
c

� 	 (3.1)

В дальнейшем при безразмерных переменных 
звездочки будут опущены. Если принять:

	 α = 0,25,	 (3.2)

и изменяя β в интервале β ∈ (10–3; 10–1), рассмотрим 
зависимости напряжения и  скорости вращения 
стержня от деформации (рис. 5). 

Графики на  рис. 4 и  5 показывают, что при 
достаточно малом значении параметра β, скажем 
β = 0,001, касательный модуль гиперупругого мате-
риала приблизительно равен бимодульному моду-
лю, показанному на рис. 1, с относительной посто-
янной погрешностью δ:

         4
β 0,001

max
ε 0δ 5 10

max
бим гип

бим

E E

E
�

�

�
�� � � ,	 (3.3)

где Eбим и Eгип — соответствующие модули упругости.

3.2. Распространение волн
Рассмотрим теперь распространение изначаль-

но гармонической волны для двух предельных зна-
чений β = 0,1 и β = 0,001.

β = 0,1
β = 0,01
β = 0,001

β =0,1
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Рис. 5. Зависимость напряжения от  деформации (а);  
зависимость стержневой скорости от деформации (b)
Fig. 5. Stress vs. strain (а); rod velocity vs. strain (b)
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Рис. 6. Зависимость изменения деформации от времени: 
в точке 1 (a); в точке 2 (b); зависимость изменения энер-
гии от времени (c); угловая частота гармонических коле-
баний ω = 1 рад/с; координаты точек наблюдения опреде-
ляются согласно уравнению (3.4) 
Fig. 6. Strain variation vs. time, at point 1 (a); strain variation 
vs. time, at point 2 (b); energy variation vs. time (c); harmonic 
loading, ω = 1 rad/s; coordinates of points of observation are 
specified in Eq. (3.4) 
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3.2.1. В случае, если β = 0,1
Этот случай соответствует плавному измене-

нию модуля упругости (рис. 4). Графики на рис. 6 
показывают осциллограммы для двух точек, распо-
ложенных на определенных расстояниях lk от левого 
конца стержня:

         lk = c0tk; k  = 1,2; t1 10
2� π
ω

t2 20
2� π
ω

; , 	 (3.4)

где скорость c0 определяется уравнением (2.8); ω — 
круговая частота гармонической нагрузки. 

Деформация в начальной точке при x = 0 по-
казана на рис. 3. Вертикальные линии на рис. 6, а, b 
соответствуют фронтам ударных волн, которые по-
являются, когда более быстрые движущиеся части 
волновых цепей обгоняют более медленные дви-
жущиеся части [45, 51–54]. Уменьшение величины 
деформации сопровождается потерей механической 
энергии и в то же время выделением тепловой энер-
гии (рис. 6, c). Таким образом, по-видимому, впер-
вые фронты ударных волн и потеря механической 
энергии наблюдаются в гиперупругой системе без 

внутреннего трения и  вязкости, подчиняющей-
ся плавному (и бесконечно дифференцируемому) 
гиперупругому потенциалу.

3.2.2. В случае, если β = 0,001
Как указывалось ранее, этот случай обеспе-

чивает C∞ — приближение к соответствующей би-
модульной среде с небольшой погрешностью, за-
даваемой уравнением (3.3). Волновой профиль для 
рассматриваемого случая визуально почти точно 
соответствует профилю для бимодульной среды 
(рис. 3), найденному в работах [27, 30]. Графики из-
менения деформации в зависимости от времени для 
рассматриваемого случая представлены на рис. 7. 

Сравнение графиков на рис. 7 и соответствую-
щих графиков на рис. 6 показывает разницу в маг-
нитудах — при β = 0,001 магнитуды меньше, чем 
при β = 0,1. Однако фронты ударной волны и затуха-
ние волны все еще присутствуют при β = 0,1, когда 
модуль упругости плавно изменяется. Изменение 
энергии для рассматриваемого случая аналогично 
случаю β = 0,1. Другое замечание касается состояния 
статической нагрузки и изменения напряжения, опре-
деляемого уравнением, из-за изменения параметра α. 
На рис. 8 продемонстрировано, что при β ≤ 0,01 графи-
ки сливаются, стремясь к соответствующему графику 
для прерывистого случая.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ОБСУЖДЕНИЕ

Построено семейство однопараметрических 
гладких и бесконечно дифференцируемых гипер
упругих потенциалов, зависящих от переменного 
параметра β и двух настраиваемых «физических» 
параметров E0, α. Эти потенциалы подходят для 
анализа одномерных задач статики и динамики би-
модульных материалов. При β → 0 введенные по-
тенциалы обеспечивают равномерное приближение 
соответствующих модулей упругости к разрывному 
модулю бимодульного материала. Например, апо-

β =

0,1
β = 0,01
β =

0,001

–0 –0,50         ,25                0,00              0,25              0,50
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Рис. 8. Зависимость изменения напряжения от параметра 
α при различных значениях β и при E0 = 1, ε = 0,25, в соот-
ветствии с уравнением (2.2)
Fig. 8. Stress variation versus α variation at  different β 
and at E0 = 1, ε = 0.25, according to Eq. (2.2) 
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Рис. 7. Зависимость изменения деформации от времени: 
в точке 1 (а); в точке 2 при угловой частоте гармониче-
ских колебаний ω = 1 рад/с (b); координаты точек наблю-
дения в соответствии с уравнением (3.4)
Fig. 7. Strain variation vs. time, at point 1 (а); strain variation 
vs. time, at point 2 harmonic loading, ω = 1 
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стериорная оценка показала, что при достаточно 
малом β = 0,001 равномерная погрешность δ не пре-
вышает 5 · 10–4.

И, что может быть еще более важным, эти воз-
можности лучше подходят для моделирования ре-
альных когезионных гранулированных материалов, 
чем бимодульная модель с резким изменением мо-
дуля упругости (рис. 1). В связи с этим (см. экспери-
ментальные работы [36, 37]) бимодульная модель, 
используемая для неоднородных материалов, под-
вергалась критике ввиду физически неоправданного 
скачка модулей упругости [55].

Еще одно замечание касается интересного яв-
ления, связанного с образованием и распростране-
нием фронтов ударных волн в сверхупругих средах 
с бесконечно дифференцируемыми потенциалами 
(рис. 6, 7). Следует отметить, что ранее это явление 
связывали со скачком модуля упругости [27, 30],  
в то время как C. Truesdell [56] показал принципи-

альную возможность формирования фронтов удар-
ных волн при распространении акустических волн 
в  твердых средах, определяемых любым гипер
упругим потенциалом [45]. Таким образом, наблю-
даемые фронты ударных волн, которые появляются 
в одномерных стержнях, изготовленных из нелиней-
ных материалов, моделируемых семейством гладких 
гиперупругих потенциалов, демонстрируют, что их 
образование не вызвано разрывом в соотношении 
напряжение – деформация, соответствующем би-
модульным материалам (рис. 1). Фронты ударных 
волн возникают в материалах, моделируемых рас-
смотренными гладкими гиперупругими потенциа-
лами (рис. 4) как в случае бимодульного материа-
ла, так и любого другого гиперупругого материала. 
Распространение фронтов ударных волн приводит 
к рассеянию механической энергии, что подразуме-
вает уменьшение амплитуд с расстоянием (для срав-
нения рис. 3, 6).
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