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Формулы для двух первых частот собственных колебаний 
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АННОТАЦИЯ
Введение. Расчет частоты собственных колебаний входит в основу исследования динамики конструкций и базируется, 
как правило, на численных методах. В тех случаях, когда конструкция статически определима и имеет периодическую 
структуру, для оценки первой собственной частоты возможны и аналитические решения. Наиболее известны метод 
Рэлея для оценки частоты сверху и метод Донкерлея, дающий приближенную оценку снизу. Выводятся простые анали-
тические оценки зависимостей первых частот колебаний плоской фермы от числа панелей и параметров конструкции.
Материалы и методы. Балочная статически определимая ферма имеет подъем в средней части. Для аналитиче-
ского расчета первой частоты собственных колебаний используется упрощенный вариант метода Донкерлея. Усилия 
в стержнях, входящие в формулу, рассчитываются в символьной форме методом вырезания узлов с применением 
стандартных операторов системы компьютерной математики Maple. Для установления жесткости конструкции при-
меняется формула Максвелла – Мора. Предполагается, что масса фермы равномерно распределена по всем ее 
узлам. С целью обобщения последовательности отдельных решений для ферм различного порядка на произволь-
ное число панелей используется метод индукции. Формула для второй собственной частоты получается методом 
трехточечной коллокации, исходя из условия подобия кривой зависимости первой частоты от числа панелей.
Результаты. Выведены формулы для двух первых частот собственных колебаний фермы. Аналитические решения 
сравниваются с численными, полученными для всего спектра частот. Показано, что с увеличением числа панелей 
точность аналитических решений растет.
Выводы. Аналитический метод оценки первой и второй частоты применим для решения задач о регулярных кон-
струкциях. Преимущество метода состоит в независимости его точности от порядка регулярности конструкции. Про-
стая форма результата позволяет использовать разработанный метод для выбора оптимальных параметров объ-
екта без трудоемких компьютерных вычислений.

КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: плоская ферма, аналитическое решение, собственная частота, Maple, метод Донкерлея,  
метод коллокации, вторая собственная частота 
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Formulas for the first two frequencies of natural  
oscillations of a flat truss

Mikhail N. Kirsanov, Olga V. Gribova
National Research University “Moscow Power Engineering Institute” (MPEI); Moscow, Russian Federation

ABSTRACT
Introduction. Calculation of the natural oscillation frequency is the basis of the study of structural dynamics and is usually 
based on numerical methods. In cases where the structure is statically determinate and has a periodic structure, analytical 
solutions are also possible for estimating the first natural frequency. The most well-known here are the Rayleigh method 
for estimating the frequency from above and the Dunkerley method, which gives an approximate estimate from below. In 
this paper, simple analytical estimates are derived for the dependences of the first oscillation frequencies of a flat truss 
on the number of panels and the parameters of the structure. 
Materials and methods. A statically determinate beam truss has a rise in the middle part. A simplified version of the Dunker-
ley method is used for the analytical calculation of the first natural oscillation frequency. The forces in the rods included in 
the formula are calculated in symbolic form by cutting out nodes using standard operators of the Maple computer mathematics  
system. The Maxwell – Mohr formula is used to determine the rigidity of the structure. It is assumed that the truss mass is uni-

ПРОЕКТИРОВАНИЕ И КОНСТРУИРОВАНИЕ 
СТРОИТЕЛЬНЫХ СИСТЕМ. СТРОИТЕЛЬНАЯ 
МЕХАНИКА. ОСНОВАНИЯ И ФУНДАМЕНТЫ, 

ПОДЗЕМНЫЕ СООРУЖЕНИЯ
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formly distributed over all its nodes. The induction method is used to generalize the sequence of individual solutions for trusses 
of different orders to an arbitrary number of panels. The formula for the second natural frequency is obtained by the three-point 
collocation method based on the condition of similarity of the curve of the first frequency dependence on the number of panels.
Results. Formulas for the first two frequencies of natural oscillations of the truss are derived. Analytical solutions are com-
pared with numerical ones obtained for the entire frequency spectrum. It is shown that with an increase in the number 
of panels, the accuracy of the analytical solution increases.
Conclusions. The analytical method for estimating the first and second frequencies is applicable to solving problems 
on regular structures. The advantage of the method is that its accuracy is independent of the order of regularity of the struc-
ture. The simple form of the result allows it to be used to select the optimal parameters of the object without the use of labor-
intensive computer calculations.

KEYWORDS: planar truss, analytical solution, natural frequency, Maple, Dunkerley method, collocation method, second 
natural frequency
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ВВЕДЕНИЕ

Одна из задач строительной механики — рас-
чет собственных частот конструкций. На практике 
для этого широко используются численные методы 
с применением специальных инженерных программ 
на основе метода конечных элементов [1, 2]. Метод 
конечных элементов в форме классического смешан-
ного метода использовался в монографии [3] при-
менительно к задачам строительной механики. Ана-
литические решения задач колебаний строительных 
конструкций появились в связи с развитием методов 
компьютерной математики [4, 5]. Расчет прогибов 
свободно опертой пластины в системе компьютерной 
математики Maple выполнен в труде [6]. В этой же 
системе произведен приближенный аналитический 
расчет тонкой пластины [7]. Рассматривается из-
гиб прямоугольной защемленной тонкой пластины 
под  действием равномерно распределенной по-
перечной нагрузки [8]. Для этого решение уравнения 
Софи Жермен строится методом начальных функ-
ций. Справочник [9] содержит 126 различных схем 
плоских статически определимых регулярных ферм 
с формулами зависимостей первой собственной ча-
стоты от числа панелей. Решения получены методом 
индукции с помощью модифицированной формулы 
Донкерлея. Получена формула для собственной ча-
стоты колебаний пространственной консольной фер-
мы в системе Maple [10]. Зависимость области резо-
нансно безопасных частот собственных колебаний 
фермы от ее размеров исследуется в работах [11, 12]. 
Применен упрощенный аналитический метод [13] 
при  выводе конечной формулы для  основной ча-

стоты колебаний симметричной арочной фермы. 
Формула для прогиба пространственной регулярной 
фермы получена в работе [14]. Применялся также ме-
тод индукции и система компьютерной математики 
Maple. При этом время символьных преобразований 
для вывода искомых зависимостей было существен-
но больше, чем для плоских ферм. Получены ана-
литические оценки собственной частоты колебаний 
сверху (по методу Рэлея) и снизу (по методу Донкер-
лея) [15] для простой плоской фермы с треугольной 
решеткой. Найдена односторонняя оценка основной 
частоты колебаний пространственной фермы в ана-
литической форме [16]. Выполнен расчет значения 
первой частоты собственных колебаний плоской фер-
мы с грузом с использованием системы Maple [17]. 
Формула для основной частоты собственных колеба-
ний плоской модели составной фермы получена в ис-
следовании [18]. Выведена зависимость прогибов 
плоской консольной фермы от числа панелей [19]. 
Большинство аналитических решений как для проги-
бов, так и для первой собственной частоты получено 
с применением свойств регулярности ферм [20]. Ма-
тематический аппарат вывода зависимости прогиба 
или собственной частоты колебаний от числа пане-
лей регулярной конструкции основан на индуктив-
ном методе нахождения общего члена последователь-
ности ряда решений для ферм различного порядка. 
При этом, как правило, используется метод составле-
ния и решения рекуррентных уравнений для коэффи-
циентов искомой формулы. Для определения нижней 
границы частоты собственных колебаний плоской 
балочной фермы без нижнего пояса в аналитической 
форме применен метод индукции [21].

Рис. 1. Схема фермы. Нагрузка на нижний пояс, n = 3
Fig. 1. Truss diagram. Load on the lower chord, n = 3
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В настоящей работе выводятся формулы для двух 
первых частот собственных колебаний плоской фермы 
с треугольной решеткой и подъемом в ее средней ча-
сти. Ферма шарнирно оперта по концам (рис. 1), сред-
няя часть пролета имеет треугольную решетку и при-
поднята на величину h. Для увеличения локальной 
устойчивости конструкции стержни верхнего сжатого 
пояса выбраны в два раза короче, чем в нижнем поясе. 
Высота фермы 2h, принято четное число панелей 
в нижнем поясе длиной 2a каждая. Длина раскосов 
c a h2 2 .

МАТЕРИАЛЫ И МЕТОДЫ

Расчет усилий в стержнях. Ферма с 2n панеля-
ми в пролете статически определимая. Общее число 
шарнирных узлов в ферме K = 6n + 10, число стерж-
ней, включая три стержня, моделирующие боко-
вые опоры, η = 12n + 30. Выбирается инерционная 
модель конструкции, в которой вся масса условно 
равномерно распределена по ее узлам сосредото-
ченными массами m. Стержни модели массой не об-
ладают. Для определения усилий в стержнях ис-
пользуется метод вырезания узлов, реализованный 
в программе [9], составленной на языке компьютер-
ной математики Maple. Разрешающая система урав-
нений состоит из уравнений равновесия всех узлов, 
коэффициентами в которых являются направляю-
щие косинусы неизвестных усилий и реакций опор. 
В предположении, что начало координат находится 
в левой подвижной опоре, координаты узлов (рис. 2) 
имеют вид:

x1 = 0; y1 = 0; x2 = a; y2 = 0;
xi+2 = 2ai; yi+2 = h; i = 1, …, 2n + 1;

x2n+4 = L0 – a; y2n+4 = 0; x2n+5 = L0; y2n+5 = 0;
x2n+6 = 0; y2n+6 = h;

xi+2n+6 = ai; yi+2n+6 = 2h; i = 1, …, 4n + 3;
x6n+10 = L0; y6n+10 = h,

где L0 = 4a(n + 1) — длина пролета. 
Номера концов стержней записываются в ори-

ентированные списки Φi, i = 1,…, η. Нижний пояс ко-
дируется неориентированными списками вида: Φi =  
= [i, i + 1], i = 1,…, 2n + 4, а стержни верхнего по-
яса: Φi+2n+5 = [i + 2n + 5, i + 2n + 6], i = 1, …, 4n + 4.  
Аналогично составляются списки концов других 

стержней. Матричная форма системы уравнений 
равновесия имеет вид: GS = T, где S — вектор неиз-
вестных усилий и реакции опор. Внешние нагрузки 
содержатся в векторе T длиной η. Нагрузки на узел 
с номером i, направленные горизонтально, записы-
ваются в элементы этого вектора с нечетными номе-
рами: T2i–1, вертикальные — в элементы T2i на чет-
ных строках. Решение находится методом обратной 
матрицы с помощью операторов системы Maple: S =  
= G–1T [9].

Прогиб. Для вычисления прогиба, который оце-
нивается по величине вертикального смещения узла 
C (рис. 1), используется формула Максвелла – Мора:

S S l EFp( ) ( ) /( ),1

1

где S(p)
α — усилия в стержнях фермы от распределен-

ной нагрузки; S(1)
α — усилие в стержне α при дей-

ствии единичной вертикальной силы на узел C ниж-
него пояса с номером 2n + 1, в котором фиксируется 
прогиб; lα — длина стержня. Жесткость EF стержней 
одинаковая у всех стержней конструкции. В случае 
нагрузки на нижний пояс компоненты вектора нагру-
зок T имеют вид: T2i = –P, i = 2,…, 2n + 2. Последо-
вательный расчет прогиба по этой формуле для раз-
личных чисел панелей n дает следующий результат:

Δ1 = 2P(31a3 + 4c3 + 3h3)/(h2EF);
Δ2 = 2P(108a3 + 6c3 + 5h3)/(h2EF);
Δ3 = 2P(257a3 + 8c3 + 7h3)/(h2EF);
Δ4 = 2P(502a3 + 10c3 + 9h3)/(h2EF);

Δ5 = 2P(867a3 + 12c3 + 11h3)/(h2EF); ...

Обобщение этих формул на произвольный по-
рядок фермы дает искомую зависимость прогиба 
от числа панелей:

Δn = P(C1a3 + C2c
3 + C3h

3)/(h2EF),

где C1 = 8n3 + 24n2 + 26n + 4; C2 = 4n + 4; C3 = 4n + 2.
Численный расчет усилий в стержнях позволяет 

определить распределение усилий по ферме и вы-
яснить наиболее и наименее загруженные стержни. 
Распределение усилий в стержнях от рассмотренной 
нагрузки при n = 2 показано на рис. 3. 

Синим цветом выделены сжатые стержни, крас-
ным — растянутые. Значения усилий при P = 1 окру-
глены до двух цифр. Главная нагрузка приходится 

Рис. 2. Нумерация стержней и узлов, n = 2
 Fig. 2. Numbering of rods and nodes, n = 2
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на  пояса фермы, решетка в  основном напряжена 
только по концам конструкции.

Основная частота. Расчет основной (низшей) 
частоты собственных колебаний механических систем 
с числом степеней свободы больше четырех возмо-
жен только в численной форме. Если ставить задачу 
получения формулы зависимости частоты колебаний 
регулярной структуры (фермы) от числа панелей, не-
обходимо воспользоваться каким-то приближенным 
методом. Известный метод оценки частоты снизу 
по Донкерлею дает существенно заниженное значение 
частоты. Точнее и проще приближенная оценка первой 
частоты, рассмотренная в публикации [10]. Аналогич-
ное упрощение для балки Эйлера – Бернулли, несущей 
сосредоточенную массу в произвольном месте, сделано 
в работе [22]. В упрощенном варианте метода Донкер-
лея вычисление суммы по всем узлам фермы заменя-
ется половиной произведения значения максимального 
слагаемого на число степеней свободы. Это дает суще-
ственное уточнение результата и упрощение итоговой 
формулы. При этом, однако, теряется свойство гаранти-
рованной нижней границы частоты исходного метода 
Донкерлея. Формула Донкерлея имеет вид:

D p
p

K
2 2

1
, (1)

где ωp — парциальные частоты, рассчитанные для каж- 
дой массы отдельно. В исследовании [10] использу-
ется упрощение:

*
max/ .2

1
2m mK mKp

p

K

n (2)

Здесь сумма вычисляется по теореме о среднем, 
где δmax — максимальное значение δp, вычисленное 
для некоторого узла, имеющего максимальный про-
гиб от отдельной вертикальной силы, приложенной 
к этому узлу. При численном расчете нет сложности 
вычисления суммы в выражении (1), но для анали-
тических преобразований разность в трудоемкости 
расчетов по формулам (1) и (2) значительная. По ана-
логии с расчетом прогиба последовательно вычисля-
ются выражения Δn для разного числа панелей:

Δ1 = (42a3 + 5c3 + 4h3)/(4h2EF);

Δ2 = (144a3 + 7c3 + 4h3)/(4h2EF);
Δ3 = (342a3 + 9c3 + 4h3)/(4h2EF);
Δ4 = (668a3 + 11c3 + 4h3)/(4h2EF);

Δ5 = (1154a3 + 13c3 + 4h3)/(4h2EF); ...

В общем случае для произвольного n:

Δn = (B1a
3 + B2c

3 + B3h
3)/(h2EF). (3)

Коэффициенты здесь получаются методами ком-
пьютерной математики:

B1 = (8n3 + 24n2 + 25n + 6)/6;  
B2 = (2n + 3)/4; B3 = 1. (4)

Таким образом, решение задачи о первой часто-
те имеет вид:

� �3 3 3
1 2(6 10)

* ;
Ф Ф
E

m a hn
Fh

c
� �

� ��

Ф1 = (8n3 + 24n2 + 25n + 6)/6; Ф2 = (2n + 3)/4.

(5)

Вторая частота. Знание второй собственной 
частоты конструкции не так актуально, как первой, 
основной. Однако во многих исследованиях, особен-
но связанных с анализом резонансных явлений, она 
часто бывает нужна. Для аналитического расчета вто-
рой частоты ω** собственных колебаний узлов фермы 
можно предложить следующий алгоритм. Пользуясь 
замеченным свойством подобия кривых зависимо-
стей первой и второй частоты от порядка фермы, 
обнаруженным при анализе спектров частот [11–13], 
предположим, что для второй частоты решение также 
будет иметь вид (2), (3), но с дополнительными мно-
жителями γ1, γ2, γ3 в (3) у коэффициентов:

ω**
–2 = mK(γ1B1a

3 + γ2B2c
3 + γ3B

3h3)/(h2EF). (6)

Для установления трех поправочных коэффици-
ентов используем метод коллокации в трех точках. 
В качестве точек коллокации принимаются значения 
второй частоты ω**, рассчитанные численно для трех 
значений высоты h. Уравнение (6) записывается 
трижды для соответствующих значений размеров 
и частоты ω**. Из полученной системы трех уравне-
ний с тремя неизвестными определяются искомые 

Рис. 3. Распределение усилий в стержнях, n = 2
Fig. 3. Distribution of forces in rods, n = 2
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множители γ1, γ2, γ3. Решение для второй частоты 
приобретает вид:

�
� � �**

.�
� �� �

h EF
mK B cB a B h

1 1

3

2 2 3 3

33 (7)

Для определения собственных частот использо-
ван оператор Eigenvalues вычисления собственных чи-
сел матрицы из пакета Linear Algebra системы Maple.

РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЯ

Первая частота. Рассмотрим для примера фер-
мы из стали с модулем упругости E = 2,1 · 105 MПa 
с площадью поперечного сечения стержней F = 9 см2, 
массами узлов m = 200 кг и с горизонтальным разме-
ром панели a = 3 м. Пунктирные кривые на рис. 4 со-

ответствуют численному решению ω1 — минималь-
ной частоте всего спектра частот фермы, полученной 
в системе Maple с помощью оператора Eigenvalues. 

Кривая зависимости (5) хорошо приближает чис-
ленное решение снизу. С увеличением числа панелей 
собственная частота падает, а кривые аналитического 
и численного решения сближаются. Следует заме-
тить, что использованный здесь упрощенный вариант 
метода Донкерлея, в отличие от оригинального мето-
да Донкерлея, не дает гарантию оценки снизу. Теоре-
тически кривые ω1 и ω* могут пересекаться. Точность 
полученного приближенного аналитического реше-
ния по сравнению с численным, условно принятым 
за точное, так как оно получено с учетом всех степе-
ней свободы узлов в рамках принятой модели, можно 
оценить по величине ε = |ω* – ω1|/ω1 (рис. 5).

Рис. 4. Зависимость первой частоты от числа панелей, полученной двумя методами 
Fig. 4. Dependence of the first frequency on the number of panels obtained by three methods
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Рис. 5. Зависимость относительной погрешности от числа панелей, a = 3 м
Fig. 5. Dependence of relative error on the number of panels, a = 3 м
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С увеличением числа панелей погрешность ана-
литического решения (5) падает, достигая вполне 
приемлемой величины в несколько процентов при n =  
= 10. Одновременно уменьшается зависимость по-
грешности от высоты h. При n > 4 кривые для h = 1 м 
и h = 3 м почти сливаются. Для небольшого числа 
панелей погрешность заметно зависит от высоты h. 

Выведенную формулу (5) на практике можно ис-
пользовать для оценки расчетов в сложных инженер-
ных программах, основанных, в частности, на методе 
конечных элементов, и для предварительного расчета 
проектируемой конструкции. Наиболее эффективны 
формулы, полученные методом индукции, для слож-
ных сооружений, содержащих большое число пане-
лей. Если численный расчет сложных конструкций 
предполагает значительные вычислительные мощ-
ности и при этом обладает свойством неизбежного 
накопления погрешностей округления, то предло-
женная формула, напротив, независимо от порядка 
регулярной конструкции дает точность тем выше, 
чем сложнее объект. 

Вторая частота. Для расчетов поправочных 
коэффициентов в формуле для второй частоты (7) 
по методу коллокации выбираются значения второй 
частоты, полученной численно для n = 4 при a = 2 м,  

h = 1 м, h = 2 м и h = 3 м: ωI = 13,17 c–1, ωII = 25,42 c–1,  
ωIII = 35,43 c–1. Решение системы уравнений на осно-
ве уравнения (6) дает следующие безразмерные коэф-
фициенты: γ1 = 0,0559, γ2 = 0,1839, γ3 = 0,4552. Анало- 
гично, при тех же значениях высоты и a = 3 м находят-
ся частоты ωI = 7,207 c–1, ωII = 14,22 c–1 и ωIII = 20,75 c–1.  
Соответствующие этому размеру панели коэффициен-
ты имеют вид γ1 = 0,0558, γ2 = 0,1948, γ3 = 0,3975. Кри-
вые зависимости второй частоты отображены на рис. 6.  
Расчет выполнялся для значения высоты вне обла-
сти точек коллокации: h = 4 м. Пунктиром выделены 
кривые, полученные численно. Результат показывает 
высокую точность найденного аналитического реше-
ния.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ОБСУЖДЕНИЕ

Для балочной схемы статически определимой ре-
гулярной фермы найдены аналитические зависимости 
первой и второй собственных частот свободных коле-
баний. Инструментами для решения задачи являют-
ся пакет символьной математики и метод индукции. 
Если при нахождении решения для первой частоты 
применялись лишь теоретические упрощения модели 
и алгоритма вычислений, то для получения коэффици-
ентов в итоговой формуле зависимости второй часто-

Рис. 6. Зависимость второй частоты от числа панелей
Fig. 6. Dependence of the second frequency on the number of panels
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ты от числа панелей потребовался численный расчет 
этой величины для некоторых определенных значе-
ний высоты фермы. В решении для второй частоты 
существенно использовалось свойство подобия кри-
вых зависимости частот различного порядка от числа 
панелей. Именно поэтому в качестве формы решения 
для второй частоты была принята формула для основ-

ной частоты с дополнительными поправочными коэф-
фициентами. Результаты решений получились вполне 
приемлемыми по точности и компактности записи. 
Заметим, что коллокацию можно выполнять также 
по трем значениям размера панели или комбинациям 
размеров высот и панелей из области реально приме-
нимых на практике величин.
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